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TDA Ar bol

| ntroducci 6n: Una de las estructuras no lineales de datos mas inportante en
comput aci 6n es el arbol; proporciona una organi zaci 6n natural para |os datos,
son Utiles en sistemas de archivo, interfaces graficas de usuarios, bases de
datos, sitios de la red y otros sistemas informaticos.

Cuando se dice que los arboles son "no lineales" se indica una relacioén
organi zativa mas rica que las sencillas relaciones "antes" y "después" entre
objetos en secuencias. Las relaciones en un arbol son jerarquicas y algunos
obj etos se encuentran "arriba" y otros "abajo" de otros objetos. La principal
term nol ogia de arbol proviene de |os arbol es geneal 6gi cos donde |os térm nos
"padre", "hijo", "antepasado" y "descendi ente" son |as pal abras nas comunes para
describir las rel aciones.

Un arbol es un tipo de dato abstracto que guarda el enentos en forna jerarquica.
A excepci 6n del elemento superior, cada uno de |os demds el enentos del arbol
tiene un padre y cero o nmas el enentos hijos. Se visualiza un arbol col ocando | os
el ementos dentro de 6valos o rectangulos y se trazan con lineas rectas |as
conexi ones entre padres e hijos El elemento superior del arbol se |Ilama raiz,
se lo dibuja conb el elemento mas alto y | os demas se conectan hacia abajo, al
contrario de un arbol botanico.
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El &arbol de la figura anterior representa una organizacion. Electronics R Us
esta guardado en el nodo raiz. | y D, Ventas, Conpras, Mnufactura son hijos de
la raiz. Ventas y Manufactura necesitan de un nmayor detalle, son nodos internos;
I y D, Conpras son nodos externos u hojas, no necesitan de una nayor apertura.

Term nol ogi a y propi edades basi cas

Un arbol T (T por tree)es un conjunto de nodos que guardan elenmentos en una
rel aci 6n padre hijo, que tiene |las siguientes propi edades:

T tiene un nodo especial r Ilamado raiz de T.
Cada nodo v de T distinto de r tiene un nodo padre u

Si el nodo u es el nodo padre del nodo v, se dice que v es un hijo de u. Dos
nodos que sean hijos del msnm padre se |laman hermanos. El subarbol de T
enrai zado en el nodo v, es el arbol formado por todos |os descendientes de v en
T, incluyendo al msm v. Un antepasado de un nodo puede ser el nodo msnmo o un
ant epasado del padre del nodo. Por el contrario, se dice que un nodo v es un
descendi ente de un nodo u si u es antepasado de v. Por ejenplo, en la figura
anterior, Ventas es un antepasado de Europa y Europa es un descendiente de
Vent as.
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Ej empl 0o 1: La relacién de herencia entre clases de un progranma Java forma un
arbol. La clase java.lang. Object es un antepasado de todas | as demas cl ases.
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Ejenplo 2: En la mayor parte de |os sistenms operativos, |os archivos se ordenan
en forma jerarquica, en directorios anidados (Il amados tanbi én carpetas) que se
presentan al wusuario en forma de un arbol. Los nodos internos del &rbol se
asoci an con directorios y |os nodos externos se asocian con archivos nornual es.
En el sistemn operativo UNIX, a la raiz del arbol se le |Ilama, con propiedad,
directorio raiz (root) y se representa con el sinbolo "/." Es el antepasado de
todos los directorios y los archivos de un sistenma UNI X

Un arbol es ordenado cuando se presenta un ordenanmiento lineal de los hijos de
cada nodo; esto es, si se identifica a los hijos de un nodo como el prinero, e

segundo, el tercero, y asi sucesivanmente. Ese ordenani ento se deternm na por el
uso que se desee hacer del arbol, y asi se indica en un esquema del arbol,

arreglando | os hermanos de izquierda a derecha en forma correspondiente a su
relacién lineal. Los arboles ordenados indican la relacioén |ineal de orden que
exi ste entre | os hernanos.

Arbol binario

Es un arbol ordenado que presenta dos hijos, cuando nucho, en cada nodo. Un
arbol binario es propio si cada nodo tiene cero o dos hijos.

Asi, en un arbol binario propio, todo nodo interno tiene exactanente dos hijos.
Para cada nodo interno de un arbol binario, se identifica a cada hijo conp hijo
izquierdo o hijo derecho. ElI subarbol enraizado en un hijo izquierdo o uno
derecho de un nodo interno v se |lama subarbol izquierdo o subéarbol derecho,
respectivanente, de v.

Arbol es de deci si 6n
Perm ten representar resultados distintos que se obtienen al responder si o no
un cuestionario. Cada nodo interno se asocia con una pregunta.
Entrando por la raiz, se procede:

Respuesta si, descender a la izquierda.

Respuesta no, a |la derecha.
Ilustranpbs con un arbol binario de decisién que proporciona |as reconendaci ones
a un posible inversionista.
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Oro ejenplo: Una expresidn aritmética se puede representar por nedio de un
arbol cuyos nodos externos se asocian con variables o constantes, y cuyos nodos
i nternos se asocian con uno de | os operadores +, -, X Y / Cada nodo de ese arho
ti ene un val or asociado con él

Si un nodo es externo, su valor es el de su variable o su constante.

Si interno, el resultado de aplicar su operacién a |los valores de sus hijos.

g B g oo o
G @ @ [

Este arbol de expresiones aritméticas es un arbol binario propio, porque cada
uno de los operadores +, -, X Y |/ toman exactanente dos operandos. S
qui si éranps aplicar operadores unarios, conb |la negacién (-), u operaciones de
pre, post increnentaci én, debenps trabajar con un arbol binario inpropio.

Met odos de ar bol

Los el enentos del arbol se guardan en posiciones que se definen en relaci6n con
| as posiciones vecinas: son sus nodos, y |las posiciones vecinas satisfacen |as
rel aci ones padre-hijo que definen un &arbol valido. Un objeto nodo para un arbol
soporta | os siguientes:

Mét odos accesores fundanent al es

elenment(): Regresa el objeto en su posiciodn
Entrada: no; Salida: objeto.

root(): Regresa la raiz del arbol
Entrada: no; Salida: posicién.
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parent (v): Regresa el padre del nodo v;
Entrada: posicion; Salida: posicion.

children(v): Regresa un iterador de | os hijos del nodo v.
Entrada: posicioén; Salida: iterador de posiciones. Si un arbol T es
ordenado, el iterador children(v) proporciona el acceso en orden a |os
hijos de v. Si v es un nodo externo, children(v) es un iterador vacio.

La descripcién de los métodos anteriores incluye térm nos que nos suenan un
tanto desconoci dos. Antes de seguir necesitanps ahondar un poco en | 0os conceptos
de posicion e iterador. Desenvolvenps esto en las paginas siguientes. En la
pagi na 5 continuanps con &rbol es.

El TDA Posi ci 6n

Cuando tratanps TDA's (Tipos Abstractos de Datos: pilas, colas, |listas,
arbol es..), necesitarenps poder referenciar elenentos constituyentes de estas
estructuras; Para ello necesitanps de |a posicioén de un elenmento (Un nodo, por
ej enpl 0) posicio6n que sera sienpre relativa a la de otros, por ejenplo, sus
vecinos. El TDA Posicién fornaliza la nocién intuitiva del "lugar" de wun
el emento en rel aci 6n con | os demés.

Una posicién es, en si misma, un tipo de dato abstracto que soporta el siguiente
nmet odo sencillo:

public Object elenment(); /1l retorna |la posicién del objeto invocante de
mét odo elenent(). No recibe paranetros, retorna |l a posicién del objeto
i nvocant e.

Una posicion se define sienpre en forma relativa, esto es, en funcién de sus
vecinas. En una lista, una posicidn p sienpre estara "después" de una posicion
y "antes" de una posicién s, a nenos que p sea la prinera o la ultim posiciodn

Una posicion p, que se asocia con cierto elemento e en una lista S, no canbia,
aun cuando canbie el rango de e en S, a nenos que en forma explicita se saque a
e y con ello se destruya la posicion p. Adenas, la posicidn p no canbia aun
cuando se sustituya o se intercanbie el elenento e guardado en p con otro
el emento. Estos datos con |las posiciones permten definir un rico conjunto de
mét odos basados en posici6n, que toman cono paranetros | os objetos posicion, y
tanbi én permiten que | os objetos posicidn sean val ores de retorno.

|t eradores

Un proceso conin con un TDA es recorrer sus elenentos en al gun orden, uno por
uno, por ejenplo, para encontrar un elenmento especifico.
Un iterador es un patrén de disefio de programa que abstrae el proceso de
recorrer una col ecci 6n de el enmentos uno por uno. Consiste en

= una secuencia S

= una posicioén actual en Sy

= una forma de pasar a la siguiente posiciéon en S y hacer que sea la

posi ci 6n act ual

Un iterador extiende el concepto del TDA posicién. De hecho, se puede imaginar
una posicion cono un iterador que no va a parte alguna. Un iterador encapsul a
| os conceptos de "lugar" y "siguiente" para una col ecci 6n de obj et os.

Se definira el TDA Objectlterator conpb soportando | os dos nétodos siguientes:

public interface Objectlterator{
publ i ¢ bool ean hasNext(); /'l retorna verdadero si hay mas el ementos en
/1 el iterador
public Object nextCbject(); //retiray retorna el proxino objeto de
/1 iterador
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N6t ese que este TDA tiene la nocion del elemento "actual" en un recorrido a
través de una secuencia. El prinmer elenento en un iterador es regresado por la
primera |l amada al método next Obj ect, suponi endo, natural mente, que el iterador
contenga al nmenos un el enento.

Un iterador proporciona un esquema unificado para acceder a todos |os el enentos
de un contenedor (una col eccidn de objetos) en una forma independiente de |a
organi zaci 6n especifica de la coleccién. Un iterador para una secuencia debe
regresar | os elenmentos de acuerdo con su ordenam ento |ineal

Java proporciona un iterador por nedio de su interfaz java.util.lterator, con
| os sigui entes nétodos:

public bool ean hasNext(); // verdadero si hay mas objetos en la iteracion
public object next(); // retorna el siguiente objeto en la iteracién
public void renove(); /1 renmueve el Ultinp objeto retornado (opcional)

Al ternativanente, Java proporciona la interfaz java.util.Enuneration, nmas
antigua que la interfaz iterator y wusa |os nonbres hasMreEl enments vy
next El enent .

Para proporcionar un mecani snmo genérico unificado para recorrer un contenedor,
|l as colecciones de alnacenamiento TDA de objetos deben soportar un método
el ements() que regrese un iterador de los elenentos en la coleccidn. Este
mét odo, por ejenplo, esté soportado por la clase java.util. Vector.

public Enuneration el enents(); /1 retorna una enuneraci 6n (secuencia) de
| os el enentos de java.util.Vector

En el fragmento de prograna abajo se nuestra un ejenplo del wuso de un
java.util.lterator para inprimr |os elenentos de un java.util.Vector

public static void printVector(java.util.Vector vec) {
java.util.lterator iter = vec.elenments();
while (iter.hasNext()){
Systemout.printin(iter.next());
}

}

Docunent ando: vec, wuna instancia de la clase java.util.Vector se pasa conp
paranetro al método printVector. En su primer sentencia, la instancia vec invoca
al método elenents() de la clase Vector cuyo retorno instancia el objeto iter,
de java.util.lterator. A partir de alli, un ciclo while, con condicio6n de
permanencia iter.hasNext(), nos permte inprimr el contenido de Vector vec. La
m sma | 6gi ca podria usarse para inprimr el contenido de, por ejenplo, un arbol
o parte de él, redefiniendo adecuadanente el método el enents().

Cont i nuanbs con ar bol es.
Met odos de consul ta:

islnternal (v): Prueba si el nodo v es interno.
Entrada: posici6n; Salida: bool eana.

i sExternal (v): Prueba si el nodo v es externo.
Entrada: posicién; Salida: bool eana.

i sRoot (v): Prueba si el nodo v es raiz.
Entrada: posicién; Salida: bool eana.

Est os métodos hacen que |a programaci 6n con arboles sea mas facil y mas |egible
porque se pueden usar en |as condicionales de declaraciones if y ciclos while,
mas que usar una condicional no intuitiva, o tratar de atrapar una condicién de
error.

5
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Por ejenplo, islnternal(v) y isExternal (v) se pueden ejecutar conprobando si e
i terador regresado por el método children(v) tiene el enentos.

Tanbi én hay varios netodos que es posible que soporte un éarbol, que no
necesari amente estan rel acionados con su estructura de arbol. Consideranos |os
Si gui ent es:

Met odos genéri cos

size(): Regresa |la cantidad de nodos en el arbol
Entrada: ninguna; Salida: entero.

el enents(): Regresa un iterador de todos |os el ementos guardados en | os nodos
del arbol. Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos.

positions(): Regresa un iterador de todos | os nodos del arbol
Entrada: ninguna; Salida: iterador de posiciones.

swapEl ements(v, w): Intercanbia | os el enentos guardados en | os nodos v y w.
Ent rada: dos posiciones; Salida: ninguna.

repl aceEl ement (v, e): Reenplaza con e al el enmento guardado en el nodo v, y
regresa a este ultino. Entrada: una posicion y un objeto; Salida: objeto.

Antes que definir aqui nmétodos especializados de actualizaci én para un arbol, lo
que harenos es definir que conportamento un arbol obligatorianente debe
incluir. Y para esto definirenbps un conjunto de interfaces Java.

Interfaz de arbol en Java

Se puede definir wuna interfaz Java que defina |os mnmétodos que deberia
i npl enentar cual qui er TDA arbol. Mas que incluir en forma directa a todos |os
mét odos de arbol, se distinguen |los genéricos y |los especificos de arbol, vy
ademAs se separan |os métodos de consulta y |os accesores, de |os métodos de
actual i zaci 6n. Organi zanps esto en un conjunto de interfaces que detallanps a
conti nuaci on.

Nuestro punt o de partida es un cont enedor i nspecci onabl e, el
I nspect abl eCont ai ner.

Que es un contenedor inspeccionable? El contenedor es el arbol, que contiene
nodos internos y externos. Es inspeccionable por proporcionar Unicanente métodos
de lectura, no de nodificacion. Se les suele |l amar tanbi én innutables.

inport java.util.lterator

public interface |Inspectabl eContainer{
public int size(); /!l Retorna cantidad de nodos del arbo
public bool ean isEpnty(); /!l  Retorna sienpre falso
public Iterator el enments(); /1 retorna iterador de el ementos

}

Ext endenps esta interfase con un nmétodo accesorio

inport java.util.lterator
public interface |Inspectabl ePositional Container
ext ends | nspect abl eCont ai ner {
public Positionlterator positions(); // Retorna iterador de posiciones

}

Y |l e incorporanps nas conportan ento: métodos de actualizaci én

public interface Positional Container
ext ends | nspect abl ePosi ti onal Cont ai ner {
/| métodos de actualizacidn
[** intercanbiar |os elementos en dos nodos */
public void swapEl enents(Position V, Position w);
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[** reenplazar con y regresar el elenmento en un nodo */
public Object replaceEl ement(Position V, Object e);

}

Tanbi én, en otra interface, incorporanmos |os nmétodos accesori os

public interface |Inspectabl eTree
ext ends | nspect abl ePosi ti onal Cont ai ner {
/'l métodos accesores
/** regresar la raiz del arbol */
public Position root();

/** regresar el padre de un nodo */
public Position parent(Position v);

/** regresar |os hijos de un nodo */
public Positionlterator children(Position v);

/1 métodos de consulta
[** probar si un nodo es interno */
publ i ¢ bool ean islnternal (Position v);

[** probar si un nodo es externo */

publ i ¢ bool ean isExternal (Position v);

[** probar si un nodo es |la raiz del arbol */
publ i ¢ bool ean i sRoot (Position v);

}

Y final nente defininms una interface con todo | o que debe tener nuestro arbol

public interface Tree

extends | nspectabl eTree, Positional Container {}
Esta interfaz obtenida por herencia miltiple es una nezcla sencilla de otras dos
i nterfaces.

Al goritnos basi cos para arbol es

En esta seccion se presentan algoritnos para efectuar procesos en un arbol,
Il egando a él nediante | os métodos de TDA arbol, que corresponden a | os métodos
de la interfaz |nspectabl eTree.

Antes de describir co6no inplenentar el TDA &rbol nmediante una estructura
concreta de datos, se describe cénob se pueden usar |os nmétodos del TDA arbol
para resol ver al gunos probl emas interesantes.

Profundidad y altura

Sea v un nodo del &rbol T. La profundidad de v es la cantidad de antepasados de
v, excluyendo a v nisnp. Por ejenplo, en el &arbol de Electronics RUs (pg 4) e
nodo que guarda Internacional tiene una profundidad 2. Nbétese que esta
definicion inplica que la profundidad de la raiz de T es O

Se puede definir en forma recursiva | a profundidad de un arbol, conp sigue:

Si ves laraiz, la profundidad de v es 0.
Caso contrario, es |la profundidad del padre de v + 1.

De acuerdo con la definicidn anterior, el siguiente algoritno recursivo depth
calcula la profundidad de un nodo v de T. Asi, cada antepasado de v es visitado
por una |lamada recursiva y aporta un valor de 1 a la profundidad, conp debe
ser.

public static int depth (|l nspectableTree T, Position v){
if (T.isRoot(v) return O
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else return 1 + depth(T, T.parent(v));
}

La altura de un nodo v en un arbol T tanbi én se define en forma recursiva:

Si v es un nodo externo, la altura de v es O
Caso contrario la altura maxima de un hijo de v + 1.

La altura de un arbol T es la altura de la raiz de T. Por ejenplo, el arbol de
El ectronics R Us, ya visto, tiene altura 4. Adenmas, tanbi én se puede considerar
la altura cono sigue:

La altura de un arbol T es igual a la profundidad de su nodo externo mas
pr of undo.

El algoritno heightl (), nostrado a continuaci én, usa un iterador de todos |os
nodos del arbol para ayudar en el céalculo de |a profundidad de cada nodo
externo, al enplear el algoritno depth() comp subrutina, y asi mantener un
registro de |a profundi dad méxi na.

public static int heightl (lnspectableTree T){
int h = 0;
Positionlterator positer = T.positions();
whil e (positer.hasNext())(
Position v = positer.nextPosition();
if (T.isExternal (v))
h = Math. max(h, depth(T,v));
}

return h;

}

Sin enbargo, este algoritnop es ineficiente. Esto es porque calcula la altura de
arbol nediante |a determ naci én de |la profundidad de cada nodo externo (y para
ello recorre repetidanente porciones del arbol), Ilevando un registro de |a
méxi ma prof undi dad obt eni da.

El algoritno height2(), que se describe a continuacio6on es nejor. El al goritno
se expresa con un nmétodo recursivo height2(T,v), que calcula la altura del
subarbol de T enraizado en un nodo v.

public static int height2 (I nspectableTree T, Position v){

if (T.isExternal(v)) return O

el se {
int h =0;
Positionlterador children = T.children(v);
VWi le (children. hasNext())

H = Math. max(h, heigt2(T, children.nexPosition()));

Return h + 1;

}
Recorrido preOrden

Un recorrido de un &bol T es una forma sistemitica de acceder o "visitar" a
todos los nodos de T. Existen otros varios netodos de recorrido. En éste
recorrido se visita prinero la raiz de T, y a continuaci én recursivanente |os
subéar bol es enrai zados de acuerdo con el orden de los hijos. La acci6n especifica
asociada con la "visita" de un nodo v depende de la aplicacid6n y podria ser
cual qui er cosa, contar, toString(), etc.

El algoritmo de recorrido preorden es Gtil para producir un ordenam ento |inea
de |l os nodos de un arbol, donde |os padres sienpre deben venir antes que |os
hijos en el ordenam ento
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Comp ejenplo, el algoritno preorderPrint(T,v), retorna una cadena representativa
de ese recorrido, esto es, ejecuta el recorrido preorden del subarbol enraizado
en v y concatena el elenmento al macenado en un nodo, cuando lo visita (nmétodo
toString de arbol) . Recuérdese que, para un arbol ordenado T, el nmétodo
T.children(v) regresa un iterador que ingresa en orden a |los hijos de v.

public static String preorderPrint(lnspectableTree T, Position v)(
String s = v.elenent().toString()
Positionlterator children = T.children(v);
Wi le (children. hasNext())
S +=" " + preorderPrint(T, children.nextPosition());
return s;

}

Recorri do postorden

Se puede considerar conmob lo contrario del recorrido preorden porque prinero
recorre en forma recursiva | os subarbol es enraizados en los hijos de la raiz y
después visita la raiz. Sin enbargo, conp en el recorrido preorden, si el &rbo

es ordenado, se hacen |l anmadas recursivas a los hijos de un nodo v de acuerdo
con su orden especifico. Este recorrido es (til para resolver problemas en |os
que se desea cal cul ar al guna propi edad para cada nodo v en un arbol, pero para
hacerl o se requiere tener calculada ya la msma propiedad para |los hijos de v.
El siguiente método equivale a otro toString() del arbol

public static String postorderPrint(lnspectableTree T, Position v){
String s = “”; Positionlterator children = T.children(v);
while (children. hasNext())

s += postorderPrint(T, children.nextPosition()) + " "
s += v.elementQ

return s;} // los elenmentos deben inplementar a toString

Trabajo
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TDA arbol binario

Conmp tipo de dato abstracto, un arbol binario es |la especializacién de un arbo
que soporta tres netodos accesores mas y | o nodelanps conb tipo de dato
abstracto con las interfaces de Java |nspectabl eBinaryTree y BinaryTree, que se
nmuestran en el fragnento de programa siguiente. Las relaciones entre éstas y |as
interfaces rel acionadas se nuestran en la figura nas abajo. A propésito, conp
| os éarbol es binarios son arbol es ordenados, el iterador regresado por el nmétodo
children(v) (heredado de la interfaz InspectableTree) accesa al hijo izquierdo
de v antes que el hijo derecho de v.

public interface Inspectabl eBinaryTree extends | nspectabl eTree{
/'l métodos accesores

public Position leftChild(Position v); /1l regresa hijo izquierdo
public Position rightChild(Position v); /'l regresa hijo derecho
public Position sibling(Position v); /'l regresa el hermano

public interface BinaryTree

extends | nspectabl eBi naryTree, Positional Container {

}
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Propi edades de | os arbol es binarios

Los arboles binarios tienen varias propiedades interesantes
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Ni vel Nodos

o

Beoooo

Canti dad maxi ma de nodos en | os niveles de un arbol binario.

Podenps ver que |a cantidad naxi ma de nodos en |os niveles de un arbol binario
crece en forma exponencial a nedida que bajanps por el arbol. De esta sencilla
observaci 6n, es posible deducir l|as siguientes propiedades que relacionan |a
altura de un arbol binario T con su ndnero de nodos.

Sea T un arbol binario (propio,cada nodo con 0 o 2 hijos) con n nodos, y sea h
la altura de T. Entonces T tiene |as siguientes propi edades:

1. h + 1 <= cantidad de nodos externos <= 2**h, (**: elevado a potencia)
2. h <= canti dad de nodos internos <= 2**(h-1).

3. 2alah+ 1 <=-cantidad total de nodos <= 2**(h+l) - 1.

4. log(n + 1) - 1 <= La altura de T <=(n - 1)/2.

5. Cantidad nodos externos = cantidad de nodos internos + 1

Recorridos de un arbol binario

Cono en los arboles en general, |os procesos efectuados en arboles binarios
suelen inplicar recorridos de arbol. En esta secci 6n presentanns al goritnmos que
hacen travesia en arboles binarios. Los algoritnbs se expresaran usando |os
mét odos TDA arbol binario y funcionan aun con arboles binarios inpropios,
suponi endo que la accién de visita de un nodo externo nulo es no hacer nada.

Recorrido preorden de un arbol binario

Un &rbol binario tanbi én puede considerarse comp un arbol general, al que se
puede aplicar el recorrido preorden para arboles en general. Sin enbargo,
considerando la particular estructura del arbol binario, conviene sinplificar
ese al goritmo, quedandonos:

Al goritno binaryPreorder(T,v){
Visitar el nodo v;
Si v es un nodo interno entonces{
bi naryPreorder (T, T.leftChild(v));
/1l recorrer recursivanente el subarbol izquierdo
bi naryPreorder (T, T.rightChild(v));
/'l recorrer recursivanente el subéarbol derecho

11
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Recorrido postorden de un arbol binario

En forma parecida, el recorrido postorden para arboles en general, que vinps
anteriornente, se puede especializar para arboles binarios, conpb se nuestra a
seqguir:

Al goritno binaryPostorder(T,v){
Si v es un nodo interno entonces{
bi naryPostorder (T, T.leftChild(v));
/lrecorrer recursivanmente el subarbol izquierdo
bi naryPostorder (T, T.rightChild(v));
/1 recorrer recursivanente el subarbol derecho
visitar el nodo v

}

El recorrido postorden de un arbol binario se puede usar para resolver e
probl ema de eval uaci 6n de expresiones. En ese problema se tiene una expresion
aritmética arbol, esto es, un arbol binario en el que cada nodo externo tiene un
valor asociado y cada nodo interno tiene una operaciodn aritnética asociada
(ejenmplo ya visto ..), y se desea calcular el valor de |la expresion aritmética
gue representa el arbol

El al goritno eval uat eExpression, que venps a seguir eval Ga |a expresi 6n asoci ada
con el subéarbol enraizado en el nodo v de un arbol T de expresién aritmética
que hace un recorrido postorden de T a partir de v. En este caso, la acciodn de
la "visita" consiste en aplicar el operador aritmético al nacenado en el nodo a
|l os retornos de los hijos izquierdo y derecho.

Al goritno eval uat eExpression(T, v){
Si v es un nodo interno (que al nacena un operador aritmético op) entonces{
X = retorno de eval uateExpression(T, T.leftChild(v))
y = retorno de eval uat eExpression(T, T.rightChild(v))
return x op vy
lelse {retornar el val or al macenado en v}

}

Recorrido entreorden de un arbol binario

Un método nmas de recorrido para un arbol binario es la travesia entreorden. En
él, se visita a un nodo entre los recorridos recursivos de sus subarboles
i zqui erdo y derecho. El recorrido entreorden del subarbol enraizado en un nodo v
en un arbol binario T es el siguiente:

Al goritno inorder(T,v}{
si v es un nodo interno entonces
i norder (T, T.leftChild(v}};
visita el nodo v;
si v es un nodo interno entonces
i norder (T, T.rightChild(v));
}

Para cada nodo v, el recorrido entreorden visita a v después de haberlo hecho
con todos | os nodos del subarbol izquierdo de v, y antes que todos |os nodos de
subar bol derecho de v

El algoritnp de recorrido entreorden tiene tanbién varias aplicaciones. Una de
las mAs inportantes se presenta al guardar una secuencia ordenada de el enmentos
en un arbol binario, para definir una estructura |lamda &arbol binario de
busqueda. En forma especifica, se define un arbol binario de busqueda de ta
modo que cada nodo interno v guarde un elemento e tal que |os elenmentos
guardados en el subarbol izquierdo de v sean nmenores o iguales a e, y los
guardados en el sub arbol derecho de v sean mayores o iguales a e. Adenas, se
supone que los nodos externos no guardan el enmentos; por consiguiente, de hecho
podrian ser nulos o referencias a un objeto NULL_NODE.

12
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Estructura enl azada para arbol es bi nari os

Una forma natural de ver un arbol binario es mediante una estructura enl azada.
En este método se representa cada nodo v de T con un objeto con referencias al
el emento al macenado en v y a | os objetos de posici én asoci ados con los hijos y

el padre de v.

padre
|
1
\
-
o — =
"-'z ) ."' ; \-\.
¥ / ¥
izquierda L | derecha
clemento

En la figura siguiente se nuestra una representaci 6n de un arbol binario conp

estructura enl azada.

Si ves laraiz de T, la referencia al nodo padre es nula, y si v es un nodo
externo, las referencias a los hijos de v son nulas. Si se desea ahorrar espacio

13
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para | os casos en que se encuentran vacios |os nodos externos, se puede hacer
gue sean nulas las referencias a | os nodos externos vacios. Esto es, se puede
permtir que una referencia de un nodo interno a un nodo externo hijo sea nul a.
Aun mejor, desde un punto de vista orientado a objetos, se enplea un objeto
especi al mente creado, NULL_NODE, tal que toda referencia a un nodo externo
faltante sea una referencia a este objeto. Este objeto puede inplenentar la
interfaz Position. Naturalnente que si se wusan esos rellenos para nodos
externos, habra que prepararse para que el nmétodo parent() |ance una excepcién

cuando ese relleno sea en un nodo externo

La clase BTNode, que venpbs a continuaci6n, representa a un nodo v nediante un
objeto que inplementa el TDA posicion y que tiene las variables de instancia
element, left, right y parent, que se refieren al elenmento al macenado en v, el
hijo izquierdo de v, el hijo derecho de v y el padre de v, respectivanente. La
cl ase BTNode tanbi én tiene métodos que regresan y establ ecen esas vari abl es.

/** Nodo de un arbol binario */

public class BTNode inplenments Position {
private Object elenent;
private BTNode left, right, parent;
[ ** constructor predeterni nado */
public BTNode(){}

/[** constructor con pararnetros */
publi ¢ BTNode( Object o, BTNode u, BTNode v, BTNode w){
set El emrent (0) ;
set Parent (u);
set Left (v);
setRight (w);

}

public Object elenment() {return elenment; }
public void setEl ement (Object o) { el enent=o; }
public BTNode getLeft() { return left; }

public void setLeft(BTNode v) { left=v; }
public BTNode getRight() { return right; }
public void setRi ght(BTNode v) { right=v; }
public BTNode getParent() { return parent; }
public void setParent(BTNode v) { parent=v; }

Cl ase auxiliar BTNode, para inplenentar | os nodos de un arbol binario.

Mas adel ante se muestra |la dase LinkedBinaryTree que inplenenta la interfaz
Bi naryTree nmediante una estructura de datos enlazada. Esta clase guarda el
tamafio del arbol y una referencia al objeto BTNode asociado con la raiz de
arbol, conmpo variables internas. Ademas de | os nétodos de interfaz BinaryTree, en
Li nkedBi naryTree tanbi én se incluyen | os siguientes nétodos de actualizaci 6n

expandExternal (v): Transforma a v de nodo externo a nodo interno, creando dos
nuevos nodos externos y haciendo que sean |l os hijos izquierdo y derecho
de v, respectivanente; se produce una condicién de error si v es un nodo
i nterno.
Ent rada: posicién; Salida: ninguna.

removeAboveExternal (w): Quita el nodo externo w junto con su padre v y reenpl aza
a v con el hermano de w; esta operaci 6n genera una condici é6n de error s
w es un nodo interno, o si wes la raiz.
Entrada: posicién; Salida: ninguna.

14
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[

c)

La clase LinkedBinaryTree tiene un constructor sin argumentos que regresa un
arbol binario formado por un solo nodo. Al iniciar con este arbol de un solo
nodo, se puede formar un arbol binario aplicando en forma repetida el nmétodo

expandExternal. De igual nmanera, se puede elimnar cual quier arbol binario
usando | a operaci 6n renoveAboveExternal, y reducir en Gltino térm no ese arbo
hasta un sol o nodo externo.

inport java.util.lterator

public class LinkedBinaryTree inplenments Bi naryTree{
private Position root; // referencia alaraiz
private int size; // cantidad de nodos

public LinkedBi naryTree(){
root = new BTNode(null,null,null,null);
si ze 1;

}

public int size(){ return size;}

public boolean isEmpty(){ return (size == 0);}

public boolean islnternal (Position v) {
return (((BTNode) v).getLeft()!=nul
&& ((BTNode) v).getRight()!=null);

}
publ i ¢ bool ean isExternal (Position v) {
return (((BTNode) v).getLeft() == null
&& ((BTNode) v).getRight() == null);
}

publ i c bool ean i sRoot(Position v){return (v==root());}

public Position root() { return root; }

public Position leftChild(Position v){return ((BTNode) v).getLeft();}
public Position rightChild(Position v){return ((BTNode) v).getRight();}

public Position sibling(Position v){

Position p = parent(v);
Position Ic = leftChild(p);
if (v ==1¢)

return rightChild(p);
el se return lc;

T
T

15
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}

public Position parent(Position v){return ((BTNode) v).getParent();}

public Object replaceEl enent(Position v, Object o) {
Obj ect tenp = ((BTNode) v).elenent();
((BTNode) v).setEl enent(0);
return tenp;

}

public void swapEl enments(Position v, Position w){
Obj ect tenp = w. el enent();
((BTNode) w).setElement(v.elenment());
((BTNode) v).setEl ement (tenp);

}

public void expandExternal (Position v){
if (isExternal (v)){
((BTNode) v).setlLeft(new BTNode(null
(BTNode) v, null, null));
((BTNode) v).setRi ght (new BTNode( nul I,
(BTNode) v, null, null));
size += 2;

}

public void renmoveAboveExt ernal (Position v){
if (isExternal (v)){
BTNode p = (BTNode) parent(v);
BTNode s = (BTNode) sibling(v);
if (isRoot(p)){
s.setParent (null) ;
root = s;
}
el se{
BTNode g = (BTNode) parent(p);
if (p==1leftChild(g))
g.setLeft(s);
el se g.setRight(s);
s.setParent (g);
}
size -= 2;
} /1 if (iskExternal (v))
Y/ r emoveAboveExt er nal

} /1 public class LinkedBi naryTree

Nota: |os métodos de actualizaci 6n expandExternal (v) y renmoveAboveExternal (v)
funci onan bien sélo cuando |os nodos externos son regulares, esto es, no son
nul os ni son el objeto especial NULL_NODE

Represent aci 6n de arbol es general es con arbol es bi narios

Una representaci 6n de un arbol general T se obtiene transformando T en un arbo
binario T (véase la figura). Se supone que T es ordenado, o bhien que se ha
ordenado en fornma arbitraria. La transfornaci 6n es |a siguiente:

Para cada nodo u de T hay un nodo interno u' de T asociado con u.

Si u es un nodo externo de T y no tiene un hermano que |lo siga de inmediato,
los hijos de u' en T' son nodos externos.

Si u es un nodo interno de Ty v es el primer hijo de u en T, v' es el hijo
i zqui erdo de u' en T.

Si el nodo v tiene un hermano w que |lo siga de innmediato, w es el hijo
derecho de v' en T'.

16
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N6t ese que | os nodos externos de T' no se encuentran asoci ados con | os nodos de
T, y s6lo sirven cono relleno (por |Io que hasta pueden ser nul 0s).

Es facil mantener |a correspondencia entre Ty T, Y expresar |as operaciones en
T en funcién de |as operaciones correspondientes en T. En forma intuitiva, se
puede imaginar |a correspondencia en térmnos de una conversion de T en T que
toma cada conjunto de hermanos {VI, V2, . . . , vk} en T con el padre v y lo
reenpl aza con una cadena de hijos derechos enraizados en V1, que entonces se
convierte en el hijo izquierdo de v.

Representaci 6n de un arbol nediante un arbol binario: (a) el arbol T; (b) el
arbol binario T' asociado con T. Las aristas interrunpidas conectan | os nodos de
T asociados con | os nodo s hermanos de T.

Bueno, es hora de que veanpbs si esto anda. Al gun algoritno que haga algo con un
arbol binario. Una idea, que adoptanps, es extender |a clase, LinkedBinaryTree
con una propia, y en ella hacer algo. Proponenbs generar un arbol binario
conpleto de una altura infornada por el operador. Establecenps |os siguientes
requi sitos:
= La ejecuciodn debe ser trazada, o sea que debe quedar registrado la
secuenci a de operaci ones (nétodos) y val ores enpl eados.
= El cédigo Java, docunentado
= E nodo debe contener objetos, de preferencia de mas de un tipo.
Deci di nbs que contenga |ItensPPR Esta clase contiene dos atributos que a
su vez son objetos. Y generarenps el arbol con nodos conteniendo itens
que son pares de objetos Codi go/Val or o Codi go/ Texto, al azar
= Resaltar la potencialidad del polinorfisnmp. Esto sera especialnente
visible en el uso polimirfico del método toString, donde objetos invocan
toString de | os objetos constituyentes, mas de una vez.
= Usar interfaces previanente definidas para arbol es binarios.
= Usar iteradores.

Nota: En la codificaci6on que venpbs a continuaciodn, se usa un iterador de
posi ci ones, Posision[] pos; En el alnmacenanps uUnicanente |as posiciones de |os
nodos externos, para su expansién en el proéoxino paso. El método que hace e

trabajo es, conp |o define Inspectabl ePositional Container, positions(), pero en
nuestra codificacién no retorna nada, |o hace directanente sobre Position pos]]
definido comp un atributo del objeto MyLinkedBi naryTree.

/1 Author. Tynmoschuk, Jorge
public class MyLi nkedBi naryTree extends LinkedBi naryTree inplements Bi naryTree{
/1 Atributos de trabajo gl obal es
bool ean trace; int cont, ind;
Position pos[];
public MyLi nkedBi naryTree(){ /1l Constructor
size = 1;
trace = false
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cont =ind = 0;

root = new BTNode(nuevoObjeto(), null, null, null);
}
public void denmo(int h){

int niv;

for(niv = 1; niv <= h; niv++)

Il enar Ni vel (root, niv);

trace = true;

Systemout.println("\nRecorriendo inOder()");

i nOrder(root);

System out. println("\nArbol binario con "+size+" nodos");
}

public void Il enarNivel (Position v, int niv)({
/* Lo prinmero, guardar en pos[] |as posiciones de | os nodos externos
Para ell o instancianbs un array de posiciones
La cantidad de el enentos pos a al macenar depende del nivel; conp
debo al macenar | o0s nodos internos u hojas del nivel anterior,
la formula es cant = (niv-1)**2, que en java se expresa: */
int cant = (int)(Math. pow 2.0, (double)(niv-1)));
pos = new Position[cant];
Systemout.print("\nPara |l enar el nivel "+niv);
Systemout.println(" instancianps pos[] con "+cant+" el enento(s)");
ind = 0;
positions(root); /1 Al maceno posiciones de | os nodos externos
expandNodos(cant);

}

public void positions(Position v){
if(islnternal (v)) positions(leftChild(v)); // recorriendo izquierdo
if(v !'=null) /1l si estanps posicionados en un nodo
if (iskExternal(v)) // 'y es externo (Hoja)
pos[ind++] = v; // almceno su posicion
if(islnternal(v)) positions(rightChild(v));// Recorriendo derecho
}

public void expandNodos(int cant){
int i;
for(i=0;i<cant;i++) expandirExterno(pos[i]);

}

public void expandirExterno (Position v){

/1 Expandi nbs hijo izquierdo

((BTNode) v).setlLeft(new BTNode( nhuevoObj eto(),
(BTNode) v, null, null));

Si ze++;

/1 Ahora el derecho

((BTNode) v).setRi ght (new BTNode( nuevoObj et o(),
(BTNode) v, null, null));

Si ze++;

}

public ItemPPR nuevoObj et o(){
Codi go cod; Texto tex; Valor val; ItenPPRit;
int opcion = (int)(2*Math.randon());

if (opcion == 0){ // Retornarenos un item codi go-val or
cod = new Codi go(++cont);
val = new Val or ((fl oat) (10*Math.randon()));

it new | tenPPR(cod, val);

}el se{ /!l Retornarenps un item codi go-texto
cod new Codi go(++cont);
tex new Texto(" Text"+(int)(100*Math. random()));
it new | tenPPR(cod, tex);
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£

publ

publ

publ

publ

Systemout.println("Insertando "+it);
return it;

}

/1 A goritnos de recorrido
public void inOrder(Position v)({
if(islnternal (v)) inOder(leftChild(v)); // recorriendo izquierdo
if(trace)
Systemout.println("Visitando..."+v);
/1 Visitando el nodo;
if(islnternal(v)) inOrder(rightChild(v));// Recorriendo derecho

}
public static void main(String argsd[]){
int h; /1 altura
Systemout.println("Denmo de |l enado de Arbol Binario por niveles");
Systemout.println("De que altura desea el Arbol? ");
h = In.readlnt();
Systemout.println("Solicitada altura "+h);
MyLi nkedBi naryTree arBin = new MyLi nkedBi naryTree() ; [lraiz
ar Bi n. deno( h) ;
}

i nkedBi naryTree usa | as siguientes cl ases:

ic class |ItenPPR{
private Object key, elem
public ItenPPR(){key = null; elem= null;}

public ItenPPR (Object k, Object e) {key = k; elem= e;}

public Object key(){return key;}

public Object element(){return elem}

public void setKey(Object k){key = k;}

public void setEl ement(Object e){elem= e;}

public String toString(){return key.toString()+", "+elemtoString();}

ic class Codigo{

private int codigo;

public Codigo(){codigo = 0;}

public Codigo(int cod){codigo = cod;}

public int getCodigo(){return codigo;}

public void setCodigo(int cod){codigo = cod;}
public String toString(){return ""+codi go;}

ic class Texto{

private String texto;

public Texto(){texto = "";}

public Texto(String tex){texto = tex;}

public String getTexto(){return texto;}

public void setTexto(String tex){texto = tex;}
public String toString(){return texto;}

ic class Val or{

private float val or

public Valor(){valor = (float)O0.0;}

public Valor(float val){valor = val;}

public float getValor(){return valor;}

public void setValor(float val){valor = val;}
public String toString(){return ""+valor;}
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Venos | a ejecuci é6n de su denn()

d

e Edit “iew Project Build Debug  Toolz  Window  Help

emo de llenado de Arbol Binario por niveles
e que altura desea el Arbol?

|Solicitada altura 2

Insertando 1, Textsd

Para llenar £l niwvel 1 instanciamos pos[] con 1 elemento(s)
| Insertando £, Textld

B Insertando 3, 9.424353

Para llenar el niwvel 2 instanciamos pos[] con 2 elemento(s)

|Insertando 4, 4.675406
I Insertando 5, Textes
& Inzertando 6, 7.604893
:Insertandn T, Textha

';'Ecurriendu inOrder()
izitando...Nodo: 4, 4.875406

izitando...Nodo: 2, Textld

isitando...Nodo: 5, Textel
Visitando...Nodo: 1, Textisd
:Visitandn...ﬂndn: &, 7.60d593

izitando...Nodo: 3, 9.424353
Visitando...MNodo: 7, Texthe

irhol binario con 7 nodos

Ya tenenpbs nuestro Arbol Binario. Haganps algo con él. Podrianps inplenentar

mét odos para, por ejenplo:
= Recorridos preorden, postorden
= Blsqueda de una cl ave determ nada.
= Detecci 6n de profundidad, altura.
= Un iterador con |as posiciones de un nivel determ nado.
= Un iterador con los itens almacenados en |os nodos de
det er m nado.

ni vel

= Un iterador con las posiciones de los items cuyas claves cunplan al gun

criterio de busqueda preestabl eci do.
= Etc, etc

Encaranps estos tOpicos conp temas a desarrollar por los alumos en la parte

practica.
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Ar bol es de Busqueda

Suponganps que querenps inplenmentar diccionarios ordenados. Qerenmps poder
buscar wuna clave deternm nada. Debenps saber que existen varias estructuras
alternativas de datos basadas en arbol es para i nplenmentar esta aplicaci 6n

En prinmer lugar tenenpbs |os &rboles de blsqueda binaria que soportan una
i npl ementaci 6n sencilla de un diccionario ordenado, basada en arbol, pero sin
garantizar un desenpefio eficiente en e] peor de los casos. Estos arboles
constituyen una base de nuchas inplementaciones de diccionario basadas en
arboles y a continuaci6n citanps varias de ellas. Una de las inplenmentaciones
cl4sicas es e &rbol AVL; se trata de un arbol de blUsqueda binaria que |ogra
hacer | as operaci ones de blUsqueda y actualizaci én en tienpo |logaritm co.

Solo a nivel informativo diganps que existen tanmbién un arbol de bldsqueda
mul ti cami nos, que es un arbol ordenado en e] que cada nodo interno puede guardar
articulos y tener varios hijos. Un arbol nultican nos de blUsqueda es una
general i zaci 6n del arbol de blsqueda binaria y conpb él, se puede especializar en
una estructura eficiente de datos para diccionarios, inmponiendo restricciones
adi cionales. Una de las ventajas de usar esos arboles nulticam nos es que, con
frecuencia, requieren nmenos nodos internos que |os de bulsqueda binaria para
guardar los articulos. Pero, a] igual que los arboles de busqueda binaria, |os
mul ti cami nos requi eren métodos adicionales para hacer]os eficientes con todos
| os métodos de diccionario.

Una especializacién de los nulticaninos se Ilama arboles 2-4 o arboles 2 3-4.
Estos son arboles de busqueda nulticam nos de nodo que todos |os nodos externos
tienen la nmisma profundidad, y cada nodo guarda 1, 2 o 3 claves, y tiene 2, 3, o
4 hijos, respectivanente. La ventaja de esos arboles es que tienen algoritnops
sencillos e intuitivos para insertar y quitar claves. Las operaciones de
actuali zaci 6n reordenan un arbol (2, 4) nediante operaciones naturales que
dividen y conbinan |os nodos "cercanos" o las claves de transferencia entre
el | os.

Tenenps tanbi én los arboles rojo y negro; son arboles de blUsqueda binaria cuyos
nodo s se ilumnan de "rojo" y "negro" en tal fonna que e] esquema de
ilum naci 6n @rantice que la altura sea logaritnmca. Hay una correspondencia
entre los arboles rojo y negro, y los arboles 2-4.

Fi nal nente, existe tanbién |lo que se conoce conp blsqueda externa. ES una
estructura de indice, normal nente al nacenada en un disco. Se presenta una clase
de arbol multicam nos, |lanada &arbol B, con variantes. Miy usada para acceder a
cl aves especificas en archivos y

Arboles de isqueda
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bases de datos.

Para ejenplificar nejor el conportamento de nuestro arbol de blasqueda |o
i npl enentarenps de nmanera que atienda todo el requerimento de un TDA
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Di ccionario. Estos requerimentos |os definirenbos en una interfaz. Introducinos
el concepto.

Ti po de dato abstracto diccionario

Un diccionario guarda pares clave-elenento (k,e) que se Ilaman articul os, donde
k es la clave y e el elenento. Para mantener el méxino nivel de generalidad, se
permte que las claves y los elenentos que guarda un diccionario sean de
cual qui er clase de objeto. Por ejenplo, en un diccionario que guarde registros
de alumos (comp el nonbre, la direccién y las calificaciones del alumo) se
podria wusar el namero de identificacion del alumo conp clave. En algunas
aplicaciones, la clave puede ser el elemento msm. Por ejenplo, si un
diccionario guarda nuneros prinos, se podrian usar |os ndneros msnps conMo
claves (y tanbi én conp el enentos).

Diccionario

Ilustraci 6n conceptual del TDA diccionario. El usuario asigna las claves
(etiquetas) a los elenmentos (disquetes). Los articulos resultantes (disquetes
con etiqueta) se insertan en un diccionario (archivero de disquetes). Después se
podréan usar |as claves para recuperar o elimnar |os el ementos.

Se distinguen dos clases de diccionarios, el diccionario no ordenado y el
di cci onari o ordenado. En todos |os casos se usa una clave comp identificador,
que asigna una aplicaci6n o un usuario a un elenento asoci ado. En el diccionario
ordenado se supone que se define en las claves una relaci6n de orden total, y se
nuestran métodos adici onal es acerca de ese ordenamnm ento. Un diccionario ordenado
deternmina el orden relativo de dos claves nediante un conparador que se
proporciona al diccionario conp parametro del neétodo constructor de diccionario
ordenado. Sin enmbargo, en un diccionario no ordenado, o genérico, no se supone
gue haya relaci6n de orden entre las claves y sb6lo se usa |la prueba de igual dad
entre ellas.

Para conservar |a generalidad, la definicion permte que un diccionario guarde
varios articulos con la nmisma clave. Sin enbargo, hay aplicaciones en que se
desea no permitir articulos con la msm clave (por ejenplo, en un diccionario
gue guarde registros de alumos, no se permtiria que dos alumos tuvieran la
m sma clave). En esos casos, cuando | as claves son Unicas, |la clave asociada con
un objeto se puede considerar conpb una "direcci6n" de ese objeto en la nenoria.
En realidad, a esos diccionarios se les |Ilam a veces "al macenes asociativos",
porque | a clave asociada con un objeto determna su "lugar" en el diccionario.

Ti po de dato abstracto diccionario

public interface Dictionary{
public Object NO SUCH KEY = NULL; /1 Centinela
public int size(); // Regresa la cantidad de articulos en D
/1 Entrada: ninguna; Salida: entero
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public bool ean i sEnpty(); /1l Prueba si D estéa vacio
/1 Entrada: ninguna; Salida: bool eana.
public Objectlterator elenents();
/'l Regresa | os el enmentos guardados en D
/1 Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos (el enentos).
public Objectlterator keys();
/'l Regresa |l as claves guardadas en D
/1 Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos (claves).

public Object findEl ement(Object k);

/1l Si encuentra igual, regresa el elenmento de ese articulo;

/1l si no, regresa el elenento especial NO HAY ESA CLAVE
/1l Entrada: objeto (clave); Salida: objeto (el enento).

public Objectlterator findAllElenents(Object Kk);

/1 Regresa un iterador de todos |os elenmentos cuyas claves

/1 sean igual a k.

/1l  Entrada: objeto (clave); Salida: iterador (de el enentos).
public void insertltem Object k, Cbject e);

/1l Inserta un articulo con elenento e y clave k en D

/1l  Entrada: objetos k (clave) y e (elenento); Salida: no
public Object renmoveEl ement (Obj ect k);

/[l Quita de D un articulo con clave k, regresa su el emento.

/1 Si D no contiene ese articulo, regresa NO HAY _ESA CLAVE

/1l  Entrada: objeto (clave); Salida: objeto (elenmento).
public Objectlterator renoveAll El enents(Object k);

/! Quita de Da los articulos cuya clave sea igual a k

/1l 'y regresa un iterador de sus el enentos.

/1l  Entrada: objeto (clave); Salida: iterador (de el enentos).

}
Arbol es de busqueda binari a

Los arboles de blUsqueda binaria son una excelente estructura de datos para
guardar los articulos de un diccionario ordenado. Conb se vio en la seccion
6.3.4, un &rbol de blUsqueda binaria es un arbol binario T tal que cada nodo
interno v de T guarda un articulo (k,e) de un diccionario D, y

|l as claves guardadas en |os nodos del subarbol izquierdo de v son nenores o
i gual es a k.

| as claves guardadas en |os nodos del subarbol derecho de v son nmayores o
i gual es a k.

Los nodos externos de T no guardan clave o elenento alguno de D, y sélo sirven
comop "relleno". Hasta se puede hacer que esos nodos externos sean null o
referencias a un objeto NODO NULO, sienpre que se tenga una envoltura posiciona
para cual qui er nodo externo que identifique al padre de ese nodo. Sin enbargo,
para sinplificar |as descripciones de este capitulo se supone que |os nodos
externos son nodos reales del arbol T, sdlo que no guardan nada.

Sin inportar cénop se representen |os nodos externos vacios, |la propiedad
i nportante de un arbol de busqueda binaria es que representa a un diccionario
or denado. Esto es, un  arbol de blsqueda binaria debe representar

jerarqui camente, un ordenam ento de sus claves, usando rel aciones entre padre e
hijos. En forma especifica, es facil conprobar que un recorrido enorden de un
arbol de busqueda binaria T visita las claves de su diccionario en orden no
decreci ente.

Blusqueda

Para ejecutar la operacion findElenent(k) en un diccionario D que esté
representado por un arbol de busqueda binaria T, se considera que el arbol T es
un arbol de decisiones. En este caso, l|la pregunta que se hace en cada nodo
interno v de T es si |la clave de busqueda k es nenor, igualo nayor que la clave

guardada en el nodo v, representada con key(v). Si la respuesta es "nenor", la
bisqueda continda en el subarbol izquierdo. Si la respuesta es "igual", la
blUsqueda term na con éxito. Si la respuesta es "mayor", |a busqueda continla en
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el subéarbol derecho. Por udaltinp, si se Ilega a un nodo externo, |a blsqueda
termna sin éxito.

En el fragnento de programa abajo se describe el nétodo recursivo TreeSearch,
basado en la estrategia anterior para buscar en un arbol de blsqueda binaria T.
Dada una clave k de blusqueda y un nodo v de T, el método TreeSearch regresa un
nodo (posicioén) w del subarbol T(v) de T enraizado en v donde puede ocurrir:

w es un nodo interno de T(v) que guarda |la clave k

w es un nodo externo de T(v), todos |os nodos internos de T(v) que anteceden a
w en el recorrido enorden tienen claves nenores que k, y todos |os nodos
internos de T(v) que siguen a w en el recorrido enorden tienen claves nmayores
que k.

Asi, el método findEl enent(k) se puede ejecutar en el diccionario D Il amndo a
mét odo TreeSearch(k, T.root()) en T. Sea w el nodo de T que regresa esta || anmada
del método TreeSearch. Si el nodo w es interno, se regresa el elenmento guardado
en w, si no es asi y w es externo, se regresa NO HAY _ESA CLAVE

Al goritnmo TreeSearch(k,v):

Entrada: La clave de busqueda k, y un nodo v. Conb este neétodo es
recursivo, inicialmente el nodo v es el raiz, luego serd un nodo interno o
ext erno.

Salida: El nodo w del subarbol T(v).

Si este nodo es interno, contiene |la clave buscada.

Si es externo, es el nodo donde deberia estar |a clave buscada.

Si v es un nodo externo entonces retorna v.

Si k = key(v) retorna v, caso contrario

Si k < key(v) retorna TreeSearch(k, T.leftChild(v))
Caso contrario retorna TreeSearch(k, T.rightChild(v))

Oper aci ones de actual i zaci 6n

Los arboles de blUsqueda binaria perniten inplenentaciones de |as operaciones
insertltemy renoveEl enent con al goritnops bastante directos, sin ser triviales.

| nserci 6n

Para hacer |la operacion insertltemk,e) en un diccionario D inplementado con un
ar bol de bisqueda bi nari a T, se com enza I I amando al mét odo
TreeSearch(k, T.root()) en T. Sea w el nodo regresado por TreeSearch

Si w es un nodo externo (no existe un articulo con la clave k en T), se
reenplaza a w con un nuevo nodo interno que guarda al item (k,e) y a dos hijos
externos, nediante |a operaci 6n expandExternal (w) en T.

Si wes un nodo interno (otro articulo con clave k se guarda en w), se Ilam a
TreeSearchl (k,rightChild(w)) o, lo que es igual, a TreeSearch(k,leftChild(w)),
para aplicar recursivanmente el algoritno al nodo regresado por TreeSearch

El algoritno anterior de insercion al final describe una trayectoria desde |la
raiz de T hacia abajo hasta un nodo externo, que es reenplazado por un nuevo
nodo interno que guarda al nuevo articulo. Por |lo anterior, una insercién agrega
un nuevo articulo en el "fondo" del arbol de busqueda T. En la figura abajo se
muestra un ejenplo de inserci6n en un arbol de blsqueda binari a.

El analisis del algoritnp de insercién es andlogo al de busqueda. La cantidad de
nodos vi sitados es proporcional a la altura h de T en el peor de | os casos.
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I nserci én de un articulo con clave 78 en el arbol de blusqueda de la figura. En
(a) se nuestra la busqueda de la posiciéon para insertar, y en (b) el arbo
resul tante.

El i m naci 6n

La inplenentacion de I|a operacion renoveEl ement(k) en wun diccionario D
i npl enment ado con un arbol de blusqueda binaria T es algo mas conplicada porque no
se quiere crear "agujeros" en el arbol T. La operacién conmenza en fornma
sencilla, porque se ejecuta el algoritm TreeSearch(k,T.root()) en T para
encontrar un nodo que guarde |la clave k. Si TreeSearch regresa un nodo externo,
no existe ese elenmento con clave k en el diccionario D, y se regresa el elenento
especial NO HAY ESA CLAVE, y ternmina |la blUsqueda. Si TreeSearch regresa un nodo
interno w, quiere decir que w guarda un articulo que se desea quitar

Se distinguen dos casos (de dificultad creciente):

Si uno de los hijos del nodo w es un nodo externo, por ejenplo el nodo z, tan
s6lo se quitan de T a wy Z nediante |a operaci 6n renoveAboveExternal (z) en T.
Esta operaci 6n reestructura a T reenplazando a w con el hernano de z y quitando
tanto a wcomp a Z de T. Este caso se ilustra a continuaci én
El i mi naci 6n

El i mi naci 6n de |l a clave 32. La guardanpbs en un nodo (w) con un hijo externo. (a)
antes de la eliminaciodn. (b) Después de la elimnacioén

Si los dos hijos del nodo w son nodos internos, no se puede quitar so6lo el
nodo w de T porque se crearia un "agujero” en T. En lugar de ell o se procede:

0 Se determina el primer nodo interno y que sigue a w en un recorrido
enorden de T. El nodo y es el nodo interno de la extrema izquierda de
subarbol derecho de w, y se encuentra descendi endo uno por la |liga derecha
de wy a continuaci6n hacia abajo de T, siguiendo a |los hijos izquierdos.
Tanbi én, el hijo izquierdo x de y es el nodo externo que sigue
de inmediato al nodo w en el recorrido enorden de T.
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0 Se preserva el elenmento guardado en w en una variable tenporal t, y se
canbia el articulo de y a w. Esta accion tiene conb efecto quitar el
el emento anterior guardado en w.

o Se quitan de T los nodos X e Y, medi ant e la operacio6n
removeAboveExternal (x) en T. Esta accio6n reenplaza a y con el hermano de
X, Yy quita de T tanto a x conp a vy.

0 Se regresa el elenento que antes estaba guardado en w y que se habia
preservado cono vari able tenporal t.

() ih)

El

El i m naci 6n desde el arbol de busqueda binaria, donde la clave a quitar es (65)
gue se guarda en un nodo con dos hijos internos. (a) antes de la elimnacion.
(b) después de la elimnaciodn

Conpar aci 6n entre el nejor y el peor de | os casos

En el mejor de los casos, la altura h de T es tal que h = log(n + 1). En el
peor, T tiene la altura n, presentandose conb una secuencia ordenada. Esa
configuraci 6n del peor de |os casos se produce, por ejenplo, si se inserta un
conjunto de claves en orden creciente, (caso de la figura), o decreciente.

| mpl enent aci 6n en Java

La clase de arbol de busqueda binaria, BinarySearchTree, guarda pares clave-
el enento de |la clase Articulo comp el enment os guardados en | as posiciones (nodos)
de su arbol béasico binario. Nétese que el arbol binario basico T se usa sélo a
través de la interfaz BinaryTree, donde se supone que esa interfaz tamnbién
incluye |los mtodos expandExternal y renpveAboveExternal. Asi, la clase
Bi narySearchTree es independiente de la inplenentaci 6n especifica del &rbol
bi nario, y aprovecha |la ventaja de reusar el progranma.

El método auxiliar findPosition, basado en el algoritnp TreeSearch, es invocado
por los nmétodos findElement, insertElement y renoveElement. La variable de
instancia actionPos guarda |a posicion donde termné |a blUsqueda, insercioén o
elimnacién mAs reciente. Esta variable de instancia no es necesaria para

26



Paradigmas de Programacion — afio 2006 Unidad |

i npl enentar un arbol de busqueda binaria, pero es atil para las clases que
ext enderan el BinarySearchTree para identificar |a posicién donde tuvo lugar la
busqueda, insercién o elimnacion previa. La posicién actionPos tiene ese

significado sienpre que se use de mdo innediato, después de ejecutar |os
nmét odos findEl enent, insertltemy renoveEl enent.

Los datos que al macenarenns en nuestro |os nodos de nuestro arbol de blUsqueda,
ya vinos, la clase |ItensPPR

public class |ItenPPR{
private Object key, elem
public ItenPPR(){key = null; elem= null;}

public ItenPPR (CObject k, Object e) {key = k; elem= e;}

public Object key(){return key;}

public Object elenment(){return elem}

public void setKey(Object k){key = k;}

public void setElenent(Object e){elem= ¢e;}

public String toString(){return key.toString()+", "+elemtoString();}

/** Realizaci 6n de un diccionario nmediante un arbol de busqueda binaria */

i mport java.io.*;

i nport java.security.lnvalidKeyException

public class BinarySearchTree extends MyLi nkedBi naryTree inplements Dictionary({
Conpar ador C; /1l interface conparador
protected Position actionPos; // posicioén de insercion o de padre elinnado

publ i c Bi narySearchTree(){
super ();
}

public int size(){return (size - 1)/2;}
public boolean isEmpty(){ return size() == 1;}

/'l métodos auxiliares:
[** Extraer la clave del articulo en determ nado nodo del &arbol. */
protected Object key(Position position){
return ((ItemPPR) position.elenment()).key();
}

[** Extraer el elemento del articulo en deternm nado nodo del arbol. */
protected Cbject el ement(Position position){

return ((ltenPPR) position.elenent()).elenment();
}

[** Método auxiliar usado por quitarEl enento. */

protected void swap(Position swapPos, Position remPos){
repl aceEl enent (swapPos, renPos. el enent());

}

/[** método aux usado por findElenent, insertltemy renoveEl enent */
protected Position findPosition(Object key, Position pos){
if (isExternal (pos)){
if (trace) Systemout.println("Nodo externo, return pos ");
return pos; // no se encontré clave y se regresa el nodo
/1 externo al canzado
}el se{
Obj ect curKey = key(pos);
if (trace){Systemout.println("curKey "+curKey+", key "+key);}
i f(C. conpare(key, curKey) < 0){
if (trace) Systemout.println("Descendenos arbol izquierdo");
return findPosition(key, |eftChild(pos));
lelse if (C. conpare(key, curKey) > 0){
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if (trace) Systemout.println("Descendenpns arbo
derecho");
return findPosition(key, rightChild(pos));
}el se{
if (trace) Systemout.println("lgual clave en nodo
interno, return pos");
return pos;

} /1l else de if (isExternal (pos))
}

// métodos definidos en el TDA diccionario

public Object findEl enment(Object key) throws Invali dKeyException{
/'l checkKey(key); // puede |anzar una |nvali dKeyException
Position curPos = findPosition(key, root());
actionPos = curPos; // nodo donde term ndé |a blsqueda
if (islnternal (curPos))
return el ement (cur Pos);
el se return NO _SUCH KEY

public void insertltem Object key, Cbject elenment) throws
I nval i dKeyExcepti on{
/'l checkKey(key); // puede |anzar una |nvali dException
Position insPos = root();
do{
i nsPos = findPosition(key, insPos);
i f(isExternal (insPos))
br eak;
else // la clave ya existe
i nsPos = rightChild(insPos);
Iwhile (true);

expandExt er nal (i nsPos) ;
ItemPPR newl tem = new |t enPPR(key, el enent);
repl aceEl enent (i nsPos, newl tem

actionPos = insPos; // nodo donde se insert6 el articulo nuevo
if (trace)System out.println("Expando externo, actualizo nodo pos
"+i nsPos) ;

public Object renmoveEl ement (Obj ect key) throws Invali dKeyException{
bj ect toReturn;
/'l checkKey(key); // puede | anzar una | nvali dKeyException
Position renmPos = findPosition(key, root());
i f(isExternal (remPos)){
actionPos = renPos; // Busqueda sin éxito
return NO_SUCH KEY;
}
el se{
toReturn = elenent(renmPos); // elenmento a regresar
if (isExternal (I eftChild(renmPos)))
remPos = | eftChild(renPos);
else if (isExternal (rightChild(renPos)))
renPos = right Chil d(renPos);
else { // la clave estd en un nodo con hijos internos
Position swapPos = renPos;
/1l encontrar un nodo para intercanbiar articul os
renmPos = right Chil d(swapPos);
do
remPos = | eftChil d(renPos);
while (islnternal (renPos));
swap(swapPos, parent(renPos));
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} /1 cerrando bl oque del segundo el se
actionPos = sibling(renPos); // hermano del a quitar
r emoveAboveExt er nal (r emPos) ;
return toReturn
} /'l cerrando bl oque del prinmer else
} /] Object renpveEl enent

/[** Metodos de TDA Dictionary no definidos por el autor por ser
prescindi bl es en esta inplenentaci 6n. Para evitar errores de
conpi l aci 6n |l os inpl enentanos con cuerpo nulo o return */

public Objectlterator elenments() throws |InvalidKeyException{return null;}
/'l Regresa | os el enentos guardados en D.
/1l Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos (el enentos).

public Objectlterator keys(){return null;}
/'l Regresa |las claves guardadas en D
/1 Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos (claves).

public Objectlterator findAllEl ements(Object k) throws |nvali dKeyException
{return null;}
/!l  Regresa un iterador de todos
/1l los elenmentos cuyas claves sean igual a k
/1l  Entrada: objeto (clave); Salida: iterador (de el enentos).

public Objectlterator renoveAll El enents(Object k){return null;}
/[l Quita de D a los articulos cuya clave sea igual a k,
/1l 'y regresa un iterador de sus el enentos.
/1l  Entrada: objeto (clave); Salida: iterador (de el enentos).
} /1 class BinarySearchTree

A continuaci 6n, una inplenentaci 6n de esta clase por el autor:

i nport java.io.*;
i nport java.security.lnvalidKeyException

public class MyBi narySearchTree extends Bi narySearchTree inplements Dictionary{

public MyBi narySearchTree(){
super () ;
Systemout.println("(Nodo anterior es raiz es externo, sera
recubierto)");
C = new Conpar ador () ;

public void demOl1l(int ctos){
int ind; trace = true;
try{
for(ind = 1; ind <= ctos; ind++)
i nsertlten(nuevaKey(), nuevoTexto());

}catch(l nval i dKkeyException e){Systemout.println("Invali dKeyExcepti on
deno01");}

System out. println("\nGenerado MyBi narySearchTree con "+size() +"
nodos");

Systemout.println("\nRecorriendo inOder()");
i nOrder(root);

Systemout.println("\nDenp ternminado !!'!");

}

public Object nuevaKey() throws Invali dKeyException{
Codi go cod
cod = new Codi go((int)(10*Math.random()));
return cod;

}

en
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public Object nuevoTexto() throws Invali dKeyException{
Texto tex;
tex = new Texto("Text"+(int)(100*Mat h.random()));
return tex;

public void inOrder(Position v)({
if(islnternal (v)) inOder(leftChild(v)); // recorriendo izquierdo
if(islnternal (v)) /1l si estanpbs posicionados en un nodo interno
if(trace)System out.println("Visitando..."+v);
/1 Visitando el nodo;
if(islnternal (v)) inOder(rightChild(v));// Recorriendo derecho

}
public static void main(String argsd[]){
int ctos; /1 Cuantos nodos
Systemout.println("Denp de generacion y recorrido de un Arbol de
Busqueda Bi nari 0");
Systemout.println("Se adnmiten claves duplicadas y se generan nodos
ext ernos ")
System out. println("De que cuantos nodos desea el Arbol? ");
ctos = In.readlnt();
Systemout.println("Solicito "+ctos+" nodos, por favor");
MyBi nar ySear chTree nSearch = new MyBi narySearchTree();
nmSear ch. denp01(ct os);
/1 arBin.denmo(h);
}

}

En esta inplenentaci 6n especifica | os nodos BTNode conti enen objetos ItenPPR, ya
definidos. Los BTNode de |la clase BinarySearchTree puede contener cual quier
tipo de objetos, es una clase nuy genérica de arbol de blasqueda binaria,
entonces a la hora de la inplementaci 6n de un caso especifico, conmp el actual,
es necesario especificar algunos detalles. El ms inportante, conp conparar
obj et os. Esto lo hacenps definiendo un método conpare que cunple |as
especificaciones de la interfaz Conparator.

/1 Aut hor: Tynmoschuk, Jorge
/1 Un conparador para comnparar objetos clave de objetos ItenPPR
/* Entrada: dos objetos Key del Cbjeto ItenPPR
* La prinmera es |la clave del nodo corriente
La segunda es la clave paranetro
Ret or no:
Cl ave nodo < clave paranetro: -1
Cl ave nodo = clave paranetro: O
Cual qui er otro caso 1 */

* % % k%

i nport java.io.*;
i nport java.util.Conparator;
public class Conparador inplenents Conparator{

public int conpare(Object k, Object curK){
Codi go key = (Codi go) k; /1 Mol deado a Codi go
Codi go cur Key ( Codi go) cur K

int keyA = key.getCodigo(); // Extraenps el dato int
int keyB = cur Key. get Codi go() ;
i f(keyA < keyB) return -1; /'l Final nrente, conparando
i f(keyA == keyB) return O;
return 1,
}
public static void main(String args[]){
int cono;

Conpar ador conp = new Conparador ();
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/'l Necesitanps probarl o con dos objetos key del objeto |tenmsPPR,
Codi go cod01 = new Codi go(10);
Codi go cod02 = new Codi go(20);
/1l Invocanps a conpare
conmo = conmp. conpare(cod01l, cod02);
Systemout.println("El resultado del netodo conpare es "+conp);

}

Un capture de | a ejecuci 6n de MyBi narySear chTr ee
/'l en cursiva, a derecha, conmentarios docunentativos

Denp de generacion y recorrido de un Arbol de Busqueda Binario
Se admiten claves duplicadas y se generan nodos externos

De que cuantos nodos desea el Arbol ?

Solicito 6 nodos, por favor

I nsertando 1, 0.783445 /1 insertado por constructor
(Nodo anterior es raiz es externo, sera recubierto)

Nodo externo, return pos /1 insertando prinmer nodo
Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 4, Text40 // nodo raiz, listo
curKey 4, key 6 /1 insert 2do nodo, clave 6

Descendenps arbol derecho

Nodo externo, return pos

Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 6, Text53 // 2do nodo, listo
curKey 4, key 8 /'l insert 3er nodo, clave 8
Descendenps arbol derecho

curKey 6, key 8

Descendenps arbol derecho

Nodo externo, return pos

Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 8, Text59 // 3er nodo, listo
curKey 4, key 1 /'l insert 4t 0 nodo, clave 1
Descendenos arbol izquierdo

Nodo externo, return pos

Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 1, Text7 // 4to nodo, listo
curKey 4, key 4 /'l insert 5to nodo, clave 4
I gual clave en nodo interno, return pos

curKey 6, key 4

Descendenps arbol izquierdo

Nodo externo, return pos

Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 4, Text59 // 5to nodo, listo
curKey 4, key 5 [l insert 6t o nodo, clave 5
Descendenps arbol derecho

curKey 6, key 5

Descendenps arbol izquierdo

curKey 4, key 5

Descendenps arbol derecho

Nodo externo, return pos

Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 5, Text4l // 6to nodo, listo

Generado MyBi narySearchTree con 6 nodos

Recorriendo i nOrder()

Vi sitando. .. Nodo: 1, Text71
Vi si tando. .. Nodo: 4, Text40
Vi si tando. .. Nodo: 4, Text59
Vi sitando. .. Nodo: 5, Text4l
Vi si tando. .. Nodo: 6, Text53
Vi si tando. .. Nodo: 8, Text59

Denp term nado !!

Desenpefio
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El tienmpo de ejecucidn de |as operaciones de blUsqueda y actualizacid6n en un
arbol de busqueda binaria varia mucho, dependiendo de la altura del arbol. Sin
enbargo, y en pronedio, se puede estar tranquilo porque un arbol de bulsqueda
bi naria con n claves generado a partir de una serie aleatoria de inserciones vy
elim naciones de claves tiene la altura esperada O(log n). Las secuencias
al eatorias de actualizaci 6n origi nan arbol es de blUsqueda bi naria que en pronedio
tienen altura logaritmca; pero en consideracién a su nala eficiencia en el peor
de | os casos, tanbi én se debe tener en cuenta el uso de |os arboles nornal es de
busqueda binaria en aplicaciones en las que l|as actualizaciones no son
al eatori as.

La sinplicidad relativa de su inplenentaci 6n en diccionario, conbinada con su
buen desenpefio en el caso pronedio, hace que l|los arboles de blsqueda binaria
sean una estructura de datos de diccionario bastante atractiva, en aplicaciones
en donde las claves insertadas y elimnadas siguen una pauta aleatoria y, a
veces, es aceptable un tienpo lento de respuesta. Sin enbargo, hay aplicaciones
en | as cual es es esencial tener un diccionario con tienpos rapidos de blusqueda y
actualizacién en el peor de los casos. Las estructuras de datos que se
presentanpos a continuaci énll enan esta necesi dad.

Arbol es AVL

Definicion: La correcciédn sencilla es agregar una regla a |l a definicidn de arbol
de busqueda binaria, que mantenga una altura logaritmca en el msnp. La regla
gue se usara en esta seccion es la propiedad de balanceo por la altura que
caracteriza la estructura de un arbol de busqueda binaria T en funcién de |as
alturas de sus nodos internos. Recuérdese que la altura de un nodo v en un arbo
es la longitud del trayecto mas largo de v hasta un nodo externo.

Propi edad de balanceo por la altura: Para todo nodo interno v de T, las
alturas de los hijos de v pueden diferir conp maxinm en 1.

Se dice que todo arbol de blusqueda binaria T que satisface esta propiedad es un
arbol AVL, concepto bautizado con las iniciales de sus inventores: Adelson,
Vel skii y Landis. En la figura se nuestra un ejenplo de un arbol AVL.

Ej enplo de un arbol AVL. las claves se nuestran dentro de los nodos y Ias
alturas se ven junto a | os nodos.

Una consecuencia innmediata de |a propi edad de bal anceo por la altura es que un
subarbol de un arbol AVL es en si un arbol AVL. La propiedad de bal anceo por la
altura tiene tanbi én |la inmportante consecuencia de mantener minina la altura.

Oper aci ones de actual i zaci 6n

Las operaciones de inserci6n y elimnacién, para |os arboles A VL, son parecidas
a las de los arboles binarios, pero con |los arboles AVL se deben hacer calcul os

adi ci onal es.
| nserci 6n

Una insercion en un arbol AVL T com enza en una operaci 6n insertltemya descrita
para un arbol de blOsqueda binaria (sencillo. Recuérdese que esta operacion
sienpre inserta al nuevo elenento en un nodo w de T que antes era un nodo
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externo, y hace que w se vuelva un nodo interno con |a operaci én expandExternal
Esto es, agrega dos nodos hijos externos a w. Sin enbargo, esta accién puede
violar la propiedad de balanceo por la altura. Y entonces necesitanos
reestructurar T para restaurar su bal anceo.

Dado el &rbol de blasqueda binaria T, se dice que un nodo v de T se encuentra
bal anceado, si el valor absoluto de |la diferencia entre las alturas de | os hijos
de v es 1, cuando nucho, y en cualquier otro caso se dice que esta
desbal anceado. Asi, |a propiedad de bal anceo por la altura que caracteriza a | os
arbol es AVL equivale a decir que todo nodo interno es bal anceado.

Supéngase que T satisface |la propiedad de balanceo por la altura y que, por
consiguiente, es un arbol AVL, antes de insertar el nuevo articulo. Conp se
menci on6d, después de hacer |a operaci 6n expandExternal (w) en T, aunentan I|as
alturas de algunos nodos de T, incluyendo a w. Todos esos nodos estan en la
trayectoria de T que se dirige de w hasta la raiz de T, y s6lo estos nodos de T
tienen la posibilidad de term nar desbal anceando el arbol T. (véase la figura
a). Naturalnente, si eso sucede, T ya no es un arbol AVL y en consecuencia se
necesita un mecani sno para arreglar el "desbal anceo" que se acaba de causar.

o
D
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Figura Ejenplo de insercién de un elenento con clave 54 en el arbol AVL de la
figura pg ¢? (a) después de agregar un nuevo nodo (W para la clave 54 | os nodos
que guardan las <claves 78 y 44 se vuelven desbal anceados; (b) una
reestructuraci 6n de trinodo restablece |a propiedad de bal anceo por la altura.
Se nmuestran las alturas de |os nodos junto a ellos, y se identifican |os nodos

X, Yy zZ

El bal anceo de | os nodos en el arbol de blsqueda binaria T se restablece con una
sencilla estrategia de "buscar y reparar"”, que consta de vari os pasos.
= En el retorno recursivo, al subir desde w hacia la raiz de T(véase la

figura a), detectanbs que Z el pri mer nodo que se encuentra
desbal anceado.

= En ese nmisnmo retorno tambi én detectanps que Y es el hijo de Z con mayor
altura; obvianente Y es un antepasado de W, esti en dicho cam no).

= Finalnente detectanps que X el hijo de Y con mayor altura (si hay enpate,
se escoge que X por ser antepasado de W). Notese que el nodo X podria ser
igual a W, y que X es nieto de Z. Conb Z se desbal ance6 por una insercién

en el subéarbol enraizado en su hijoy, la altura de Y es 2 uni dades mayor
que la de su hernmano.

= Se rebalancea el subarbol enraizado en Z, Ilamando al nmétodo de
reestructuraci 6n de trinodo, que es rebalance(), que se describe mas
adelante y se ilustra en las figuras siguientes. Una reestructura de

trinodo renonbra en forma tenporal a los nodos X, Y y Z con |os nonbres
a, by c, por lo que a antecede a b y b precede a C en un recorrido
enorden de T. Hay cuatro formas posibles de relacionar a X, Y y Z con a,
by c, comp se nuestra en la figura siguiente, que se unifican en un caso
debido a este canmbio de leyenda. La reestructura de trinodo reenplaza
entonces a Z con el nodo |lamado Db, hace que los hijos de este nodo sean
ay C yque los hijos de a y C sean los cuatro hijos anteriores de X, VY
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y Z (distintos de X y Y), mentras que mantiene |as rel aciones enorden de
todos | os nodos en T.

Con frecuencia, se Ilam rotacidon a la nodificacién de un arbol T causada por
una operaci 6n de reestructuraci 6n de trinodo, por la forna geonmétrica en que se
visualiza |l a manera en que canbia T.

El mecani snbs aplicado por reBalance() queda nmucho mas claro luego de su
vi sual i zaci 6n gréfica.

'“=--.,_,____

rofacion sencilla

VO 7\/{ S

T3

rolacion sen caﬂ:{

Amiﬁ Ve

Ty

(b}

rocion du.hfe'

522 YY)

L5 D= ED
(d) _ J

Caso a. Rotacién sencilla izquierda. En el retorno recursivo subims a la
izquierda en linea recta; Z, transitoriamente apuntado por a, cae a la
i zqui erda

Caso b. Rotacion sencilla derecha. En el retorno recursivo subinmbs a |a derecha
en linea recta; Z, transitorianente apuntado por C, cae a |la derecha.

Caso c¢. Rotacién doble izquierda. En el retorno recursivo subinmbs a Ila
i zquierda, luego a la derecha, en una | inea quebrada; Z, transitorianente
apuntado por a, cae a la izquierda, X transitorianente apuntado por b, sube a
| a posicion anterior de Z, Yy pernmnece en su sitio.
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Caso c. Rotaci 6on doble derecha. En el retorno recursivo subinbs a la derecha
luego a la izquierda, en una |inea quebrada; Z, transitorianmente apuntado por
C, cae a la derecha, X transitorianente apuntado por b, sube a la posicion
anterior de Z, Y permanece en su sitio.

Nota: Sienpre una Unica operaci 6n de reBal ance() restaura la condicién de AVL
del arbol; La condici6n de AVL debe controlarse tras cada inserci 6n de nodo.

El i m naci 6n

Comb en el caso de la operacion de diccionario insertElenent, conenzanpbs por
i npl ementar | a operaci 6n de diccionario renmoveEl ement de un arbol AVL T, usando
el algoritno para hacerla en un arbol nornal de bUsqueda binaria. La nmayor
dificultad cuando se usa este método con un arbol AVL es que puede violar la
propi edad de balanceo por la altura. En particular, después de quitar un nodo
interno con |la operaci 6n renmoveAboveExternal y elevar a su lugar a uno de sus
hijos, puede quedar un nodo desbal anceado en T, sobre el cam no hacia el padre w
del nodo quitado anteriornente, hasta la raiz de T (véase la figura a, a
conti nuaci 6n).

(a) {h)

El i m naci 6n del elenento con clave 32 del &arbol AVL anterior a |las inserciones.
(a) después de quitar el nodo que guarda la clave 32, la raiz se vuelve
desbal anceada; (b) una (Unica) rotaci 6n restablece |a propiedad de bal anceo por
la altura.

Comb en el caso de la insercién, utilizanps |la reestructuraci 6n de trinodo para
restabl ecer el balance en el arbol T. En particular, sea Z el prinmer nodo
desbal anceado que se encuentra al subir de W hacia la raiz de T. Tambi én, sea VY
el hijo de Z con mayor altura (notese que el nodo Yy es el hijo de Z, que no es
ant epasado de W), Y sea X un hijo de y con la altura méxi ma. Puede ser que la
eleccién de X no sea unica porque |os subarboles de Yy pueden tener igua

altura. En cual quier caso, se ejecuta entonces una operaci 6n reBal ance(), que
restaura | ocalnente | a propiedad de balanceo por la altura, en el subarbol que

antes estaba enraizado en Z, y que ahora se encuentra enraizado en el nodo que
en forma tenporal se Ilamd b (véase la figura b).

Desaf ort unadanente, esta reestructuracion de trinodo puede reducir en | la
altura del subarbol enraizado en b, lo cual puede hacer que un antepasado de b
se vuelva desbal anceado. Asi, una sola reestructuracién de trinodo no

necesari anente restaura | a propi edad de bal anceo por la altura, en forma gl obal
después de una elimnaci6n. Asi, después de rebal ancear Z, se continta subi endo
por T y buscando nodos desbal anceados. Si se encuentra otro, se hace una
operaci 6n de reBal ance() para restablecer su balance y se continla subiendo por
T buscando nmAs, todo el camino hasta |a raiz.

La céatedra considera que |os algoritnos de inplenmentaci 6n de arbol es AVL
son tema de | a asignatura el ectiva Estructuras de Datos Avanzadas
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