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TDA Árbol 
 
Introducción: Una de las estructuras no lineales de datos más importante en 
computación es el árbol; proporciona una organización natural para los datos, 
son útiles en sistemas de archivo, interfaces gráficas de usuarios, bases de 
datos, sitios de la red y otros sistemas informáticos. 
Cuando se dice que los árboles son "no lineales" se indica una relación 
organizativa más rica que las sencillas relaciones "antes" y "después" entre 
objetos en secuencias. Las relaciones en un árbol son jerárquicas y algunos 
objetos se encuentran "arriba" y otros "abajo" de otros objetos. La principal 
terminología de árbol proviene de los árboles genealógicos donde los términos 
"padre", "hijo", "antepasado" y "descendiente" son las palabras más comunes para 
describir las relaciones.  
 
Un árbol es un tipo de dato abstracto que guarda elementos en forma jerárquica. 
A excepción del elemento superior, cada uno de los demás elementos del árbol 
tiene un padre y cero o más elementos hijos. Se visualiza un árbol colocando los 
elementos dentro de óvalos o rectángulos y se trazan con líneas rectas las 
conexiones entre padres e hijos El elemento superior del árbol se llama raíz,  
se lo dibuja como el elemento más alto y los demás se conectan hacia abajo,  al 
contrario de un árbol botánico. 
 

 
El árbol de la figura anterior representa una organización. Electronics R’Us 
esta guardado en el nodo raíz. I y D, Ventas, Compras, Manufactura son hijos de 
la raiz. Ventas y Manufactura necesitan de un mayor detalle, son nodos internos; 
I y D, Compras son nodos externos u hojas, no necesitan de una mayor apertura.  
 
 
Terminología y propiedades básicas 
 
Un árbol T (T por tree)es un conjunto de nodos que guardan elementos en una 
relación padre hijo, que tiene las siguientes propiedades: 
 
· T tiene un nodo especial r llamado raíz de T. 
· Cada nodo v de T distinto de r tiene un nodo padre u. 
 
Si el nodo u es el nodo padre del nodo v, se dice que v es un hijo de u. Dos 
nodos que sean hijos del mismo padre se llaman hermanos. El subárbol de T 
enraizado en el nodo v, es el árbol formado por todos los descendientes de v en 
T, incluyendo al mismo v. Un antepasado de un nodo puede ser el nodo mismo o un 
antepasado del padre del nodo. Por el contrario, se dice que un nodo v es un 
descendiente de un nodo u si u es antepasado de v. Por ejemplo, en la figura 
anterior, Ventas es un antepasado de Europa y Europa es un descendiente de 
Ventas. 
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Ejemplo 1:  La relación de herencia entre clases de un programa Java forma un 
árbol. La clase java.lang.Object es un antepasado de todas las demás clases. 
 
 

 
 
 
 
Ejemplo 2: En la mayor parte de los sistemas operativos, los archivos se ordenan 
en forma jerárquica, en directorios anidados (llamados también carpetas) que se 
presentan al usuario en forma de un árbol. Los nodos internos del árbol se 
asocian con directorios y los nodos externos se asocian con archivos normales. 
En el sistema operativo UNIX, a la raíz del árbol se le llama, con propiedad, 
directorio raíz (root) y se representa con el símbolo "/." Es el antepasado de 
todos los directorios y los archivos de un sistema UNIX. 
 
Un árbol es ordenado cuando se presenta un ordenamiento lineal de los hijos de 
cada nodo; esto es, si se identifica a los hijos de un nodo como el primero, el 
segundo, el tercero, y así sucesivamente. Ese ordenamiento se determina por el 
uso que se desee hacer del árbol, y así se indica en un esquema del árbol, 
arreglando los hermanos de izquierda a derecha en forma correspondiente a su 
relación lineal. Los árboles ordenados indican la relación lineal de orden que 
existe entre los hermanos. 
 
Árbol binario  
Es un árbol ordenado que presenta dos hijos, cuando mucho, en cada nodo. Un 
árbol binario es propio si cada nodo tiene cero o dos hijos. 
Así, en un árbol binario propio, todo nodo interno tiene exactamente dos hijos. 
Para cada nodo interno de un árbol binario, se identifica a cada hijo como hijo 
izquierdo o hijo derecho. El subárbol enraizado en un hijo izquierdo o uno 
derecho de un nodo interno v se llama subárbol izquierdo o subárbol derecho, 
respectivamente, de v.  
 
Árboles de decisión  
Permiten representar resultados distintos que se obtienen al responder sí o no 
un cuestionario. Cada nodo interno se asocia con una pregunta. 
Entrando por la raíz, se procede: 

• Respuesta si, descender a la izquierda. 
• Respuesta no, a la derecha. 

Ilustramos con un árbol binario de decisión que proporciona las recomendaciones 
a un posible inversionista. 
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Otro ejemplo: Una expresión aritmética se puede representar por medio de un 
árbol cuyos nodos externos se asocian con variables o constantes, y cuyos nodos 
internos se asocian con uno de los operadores +, -, X Y / Cada nodo de ese árbol 
tiene un valor asociado con él. 
 
· Si un nodo es externo, su valor es el de su variable o su constante. 
 
· Si interno, el resultado de aplicar su operación a los valores de sus hijos. 
 

  
Este árbol de expresiones aritméticas es un árbol binario propio, porque cada 
uno de los operadores +, -, X Y / toman exactamente dos operandos. Si 
quisiéramos aplicar operadores unarios, como la negación (-), u operaciones de 
pre, post incrementación, debemos trabajar con un árbol binario impropio. 
 
Métodos de árbol 
 
Los elementos del árbol se guardan en posiciones que se definen en relación con 
las posiciones vecinas: son sus nodos, y las posiciones vecinas satisfacen las 
relaciones padre-hijo que definen un árbol válido. Un objeto nodo para un árbol 
soporta los siguientes: 
 
Métodos accesores fundamentales 
 
element(): Regresa el objeto en su posición  

Entrada: no; Salida: objeto. 
 
root(): Regresa la raíz del árbol.  

Entrada: no; Salida: posición.  
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parent(v): Regresa el padre del nodo v;  

Entrada: posición; Salida: posición.  
 
children(v): Regresa un iterador de los hijos del nodo v.  

Entrada: posición; Salida: iterador de posiciones. Si un árbol T es  
ordenado, el iterador children(v) proporciona el acceso en orden a los 
hijos de v. Si v es un nodo externo, children(v) es un iterador vacío. 

 
La descripción de los métodos anteriores incluye términos que nos suenan un 
tanto desconocidos. Antes de seguir necesitamos ahondar un poco en los conceptos 
de posición e iterador. Desenvolvemos esto en las páginas siguientes. En la 
página 5 continuamos con árboles. 
 
El TDA Posición 
Cuando tratamos TDA’s (Tipos Abstractos de Datos: pilas, colas, listas, 
árboles…), necesitaremos poder referenciar elementos constituyentes de estas 
estructuras; Para ello necesitamos de la posición de un elemento (Un nodo, por 
ejemplo) posición que será siempre relativa a la de otros, por ejemplo, sus 
vecinos. El TDA Posición formaliza la noción intuitiva del "lugar" de un 
elemento en relación con los demás. 
 
Una posición es, en sí misma, un tipo de dato abstracto que soporta el siguiente 
método sencillo: 
 
public Object element();   //  retorna la posición del objeto invocante del 
  método element(). No recibe parámetros, retorna la posición del objeto 
  invocante. 
 
Una posición se define siempre en forma relativa, esto es, en función de sus 
vecinas. En una lista, una posición p siempre estará "después" de una posición q 
y "antes" de una posición s, a menos que p sea la primera o la última posición. 
Una posición p, que se asocia con cierto elemento e en una lista S, no cambia, 
aun cuando cambie el rango de e en S, a menos que en forma explícita se saque a 
e y con ello se destruya la posición p. Además, la posición p no cambia aun 
cuando se sustituya o se intercambie el elemento e guardado en p con otro 
elemento. Estos datos con las posiciones permiten definir un rico conjunto de 
métodos basados en posición, que toman como parámetros los objetos posición, y 
también permiten que los objetos posición sean valores de retorno.  
 
Iteradores 
 
Un proceso común con un TDA es recorrer sus elementos en algún orden, uno por 
uno, por ejemplo, para encontrar un elemento específico. 
Un iterador es un patrón de diseño de programa que abstrae el proceso de 
recorrer una colección de elementos uno por uno. Consiste en: 

§ una secuencia S, 
§ una posición actual en S y 
§ una forma de pasar a la siguiente posición en S y hacer que sea la 

posición actual.  
Un iterador extiende el concepto del TDA posición. De hecho, se puede imaginar 
una posición como un iterador que no va a parte alguna. Un iterador encapsula 
los conceptos de "lugar" y "siguiente" para una colección de objetos. 
 
Se definirá el TDA ObjectIterator como soportando los dos métodos siguientes: 
 
public interface ObjectIterator{ 

public boolean hasNext();   //  retorna verdadero si hay mas elementos en  
     // el iterador 

     public Object nextObject(); //retira y retorna el próximo objeto del 
// iterador 

} 
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Nótese que este TDA tiene la noción del elemento "actual" en un recorrido a 
través de una secuencia. El primer elemento en un iterador es regresado por la 
primera llamada al método nextObject, suponiendo, naturalmente, que el iterador 
contenga al menos un elemento. 
Un iterador proporciona un esquema unificado para acceder a todos los elementos 
de un contenedor (una colección de objetos) en una forma independiente de la 
organización específica de la colección. Un iterador para una secuencia debe 
regresar los elementos de acuerdo con su ordenamiento lineal.  
 
Java proporciona un iterador por medio de su interfaz java.util.Iterator, con 
los siguientes métodos:  
 
public boolean hasNext(); // verdadero si hay mas objetos en la iteración. 
 
public object next(); // retorna el siguiente objeto en la iteración 
 
public void remove(); // remueve el último objeto retornado (opcional) 
 
Alternativamente, Java proporciona la interfaz java.util.Enumeration, más 
antigua que la interfaz iterator y usa los nombres hasMoreElements y 
nextElement. 
 
Para proporcionar un mecanismo genérico unificado para recorrer un contenedor, 
las colecciones de almacenamiento TDA de objetos deben soportar un método 
elements() que regrese un iterador de los elementos en la colección. Este 
método, por ejemplo, está soportado por la clase java.util.Vector.  
 
public Enumeration elements(); // retorna una enumeración (secuencia) de 
los elementos de java.util.Vector 
 
En el fragmento de programa abajo se muestra un ejemplo del uso de un 
java.util.Iterator para imprimir los elementos de un java.util.Vector. 
 
public static void printVector(java.util.Vector vec) {  

java.util.Iterator iter = vec.elements(); 
while (iter.hasNext()){ 

System.out.println(iter.next()); 
 } 
} 
 
Documentando: vec, una instancia de la clase java.util.Vector se pasa como 
parámetro al método printVector. En su primer sentencia, la instancia vec invoca 
al método elements() de la clase Vector cuyo retorno instancia el objeto iter, 
de java.util.Iterator. A partir de allí, un ciclo while, con condición de 
permanencia iter.hasNext(), nos permite imprimir el contenido de  Vector vec. La 
misma lógica podría usarse para imprimir el contenido de, por ejemplo, un árbol 
o parte de él, redefiniendo adecuadamente el método elements(). 
   
Continuamos con árboles. 
 
Métodos de consulta: 
 
islnternal(v): Prueba si el nodo v es interno. 

Entrada: posición; Salida: booleana. 
 
isExternal(v): Prueba si el nodo v es externo. 

Entrada: posición; Salida: booleana. 
 
isRoot(v): Prueba si el nodo v es raíz. 

Entrada: posición; Salida: booleana. 
 
Estos métodos hacen que la programación con árboles sea más fácil y más legible 
porque se pueden usar en las condicionales de declaraciones if y ciclos while, 
más que usar una condicional no intuitiva, o tratar de atrapar una condición de 
error. 
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Por ejemplo, isInternal(v) y isExternal(v) se pueden ejecutar comprobando si el 
iterador regresado por el método children(v) tiene elementos. 
También hay varios métodos que es posible que soporte un árbol, que no 
necesariamente están relacionados con su estructura de árbol. Consideramos los 
siguientes:  
 
Métodos genéricos 
 
size(): Regresa la cantidad de nodos en el árbol. 

Entrada: ninguna; Salida: entero. 
 
elements(): Regresa un iterador de todos los elementos guardados en los nodos 

 del árbol. Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos. 
 
positions(): Regresa un iterador de todos los nodos del árbol. 

Entrada: ninguna; Salida: iterador de posiciones. 
 
swapElements(v, w): Intercambia los elementos guardados en los nodos v y w. 

Entrada: dos posiciones; Salida: ninguna. 
 
replaceElement(v, e): Reemplaza con e al elemento guardado en el nodo v, y 

 regresa a este último. Entrada: una posición y un objeto; Salida: objeto. 
 
Antes que definir aquí métodos especializados de actualización para un árbol, lo 
que haremos  es definir que comportamiento un árbol obligatoriamente debe 
incluir. Y para esto definiremos un conjunto de interfaces Java.  
 
Interfaz de árbol en Java 
 
Se puede definir una interfaz Java que defina los métodos que debería 
implementar cualquier TDA árbol. Más que incluir en forma directa a todos los 
métodos de árbol, se distinguen los genéricos y los específicos de árbol, y 
además se separan los métodos de consulta y los accesores, de los métodos de 
actualización. Organizamos esto en un conjunto de interfaces que detallamos a 
continuación.  
 
Nuestro punto de partida es un contenedor inspeccionable, el  
InspectableContainer.  
 
Que es un contenedor inspeccionable? El contenedor es el árbol, que contiene 
nodos internos y externos. Es inspeccionable por proporcionar únicamente métodos 
de lectura, no de modificación. Se les suele llamar también inmutables. 
 
import java.util.Iterator; 
public interface InspectableContainer{ 
    public int size();    //  Retorna cantidad de nodos del arbol 
    public boolean isEpmty();    //  Retorna siempre falso 
    public Iterator elements(); // retorna iterador de elementos  
} 
 
Extendemos esta interfase con un método accesorio 
 
import java.util.Iterator; 
public interface InspectablePositionalContainer  

extends InspectableContainer{ 
    public PositionIterator positions();  //  Retorna iterador de posiciones 
} 
 
Y le incorporamos más comportamiento: métodos de actualización. 
 
public interface PositionalContainer  

extends InspectablePositionalContainer{  
// métodos de actualización  
/** intercambiar los elementos en dos nodos */  
public void swapElements(Position V, Position w); 
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/** reemplazar con y regresar el elemento en un nodo */  
public Object replaceElement(Position V, Object e); 

} 
 
También,  en otra interface, incorporamos los métodos accesorios 
 
public interface InspectableTree  

extends InspectablePositionalContainer {  
// métodos accesores  
/** regresar la raíz del árbol */  
public Position root(); 
 
/** regresar el padre de un nodo */  
public Position parent(Position v);  
 
/** regresar los hijos de un nodo */  
public PositionIterator children(Position v); 

 
// métodos de consulta  
/** probar si un nodo es interno */  
public boolean isInternal(Position v); 
 
/** probar si un nodo es externo */  
public boolean isExternal(Position v); 
/** probar si un nodo es la raíz del árbol */  
public boolean isRoot(Position v); 

 
} 
 
Y finalmente definimos una interface con todo lo que debe tener nuestro árbol. 
 
public interface Tree  

extends InspectableTree, PositionalContainer {} 
Esta interfaz obtenida por herencia múltiple es una mezcla sencilla de otras dos 
interfaces. 
 
Algoritmos básicos para árboles 
 
En esta sección se presentan algoritmos para efectuar procesos en un árbol, 
llegando a él mediante los métodos de TDA árbol, que corresponden a los métodos 
de la interfaz InspectableTree. 
 
Antes de describir cómo implementar el TDA árbol mediante una estructura 
concreta de datos, se describe cómo se pueden usar los métodos del TDA árbol 
para resolver algunos problemas interesantes.  
 
Profundidad y altura 
Sea v un nodo del árbol T. La profundidad de v es la cantidad de antepasados de 
v, excluyendo a v mismo. Por ejemplo, en el árbol de Electronics R’Us (pg 4) el 
nodo que guarda Internacional tiene una profundidad 2. Nótese que esta 
definición implica que la profundidad de la raíz de T es O. 
 
Se puede definir en forma recursiva la profundidad de un árbol, como sigue: 
 
· Si v es la raíz, la profundidad de v es 0. 
· Caso contrario, es la profundidad del padre de v + 1. 
 
De acuerdo con la definición anterior, el siguiente algoritmo recursivo depth 
calcula la profundidad de un nodo v de T. Así, cada antepasado de v es visitado 
por una llamada recursiva y aporta un valor de 1 a la profundidad, como debe 
ser. 
 
public static int depth (lnspectableTree T, Position v){  

if (T.isRoot(v) return 0; 
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else return 1 + depth(T, T.parent(v)); 
} 
 
La altura de un nodo v en un árbol T también se define en forma recursiva: 
 
· Si v es un nodo externo, la altura de v es O. 
· Caso contrario la altura máxima de un hijo de v + 1. 
 
La altura de un árbol T es la altura de la raíz de T. Por ejemplo, el árbol de 
Electronics R’Us, ya visto, tiene altura 4. Además, también se puede considerar 
la altura como sigue: 
 
La altura de un árbol T es igual a la profundidad de su nodo externo mas 
profundo. 
 
El algoritmo heightl(), mostrado a continuación, usa un iterador de todos los 
nodos del árbol para ayudar en el cálculo de la profundidad de cada nodo 
externo, al emplear el algoritmo depth() como subrutina, y así mantener un 
registro de la profundidad máxima. 
 
public static int heightl (InspectableTree T){ 

int h = 0; 
Positionlterator positer = T.positions(); 
while (positer.hasNext())( 

Position v = positer.nextPosition(); 
if (T.isExternal(v))  

h = Math.max(h,depth(T,v)); 
 } 
 return h; 
} 
 
Sin embargo, este algoritmo es ineficiente. Esto es porque calcula la altura del 
árbol mediante la determinación de la profundidad de cada nodo externo (y para 
ello recorre repetidamente porciones del árbol), llevando un registro de la 
máxima profundidad obtenida. 
 
El algoritmo height2(), que se describe a continuación es mejor. El  algoritmo 
se expresa con un método recursivo height2(T,v), que calcula la altura del 
subárbol de T enraizado en un nodo v.  
 
 
public static int height2 (lnspectableTree T, Position v){  

if (T.isExternal(v)) return 0; 
else { 
 int h = 0; 
 PositionIterador children = T.children(v); 
 While (children.hasNext()) 
  H = Math.max(h, heigt2(T, children.nexPosition())); 
 Return h + 1; 
} 

}   
 

Recorrido preOrden 
 
Un recorrido de un árbol T es una forma sistemática de acceder o "visitar" a 
todos los nodos de T. Existen otros varios métodos de recorrido. En éste 
recorrido se visita primero la raíz de T, y a continuación recursivamente los 
subárboles enraizados de acuerdo con el orden de los hijos. La acción específica 
asociada con la "visita" de un nodo v depende de la aplicación y podría ser 
cualquier cosa, contar, toString(), etc.  
 
El algoritmo de recorrido preorden es útil para producir un ordenamiento lineal 
de los nodos de un árbol, donde los padres siempre deben venir antes que los 
hijos en el ordenamiento.  
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Como ejemplo, el algoritmo preorderPrint(T,v), retorna una cadena representativa 
de ese recorrido, esto es, ejecuta el recorrido preorden del subárbol enraizado 
en v y concatena el elemento almacenado en un nodo, cuando lo visita (método 
toString de árbol) . Recuérdese que, para un árbol ordenado T, el método 
T.children(v) regresa un iterador que ingresa en orden a los hijos de v.  
 
public static String preorderPrint(InspectableTree T, Position v)(  

String s = v.element().toString();   
PositionIterator children = T.children(v); 
While (children.hasNext())  

S += " " + preorderPrint(T, children.nextPosition()); 
return s; 

} 

}  
 
Recorrido postorden 
 
Se puede considerar como lo contrario del recorrido preorden porque primero 
recorre en forma recursiva los subárboles enraizados en los hijos de la raíz y 
después visita la raíz. Sin embargo, como en el recorrido preorden, si el árbol 
es ordenado, se hacen llamadas recursivas a los hijos de un nodo v de acuerdo 
con su orden específico. Este recorrido es útil para resolver problemas en los 
que se desea calcular alguna propiedad para cada nodo v en un árbol, pero para 
hacerlo se requiere tener calculada ya la misma propiedad para los hijos de v. 
El siguiente método equivale a otro toString() del árbol. 
 
public static String postorderPrint(InspectableTree T, Position v){ 

String s = “”; PositionIterator children = T.children(v);  
while (children.hasNext())  

s += postorderPrint(T, children.nextPosition()) + " "; 
s += v.elementO;  
return s;} // los elementos deben implementar a toString 

}  
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TDA árbol binario 
 
Como tipo de dato abstracto, un árbol binario es la especialización de un árbol 
que soporta tres métodos accesores más y lo modelamos como tipo de dato 
abstracto con las interfaces de Java InspectableBinaryTree y BinaryTree, que se 
muestran en el fragmento de programa siguiente. Las relaciones entre éstas y las 
interfaces relacionadas se muestran en la figura mas abajo. A propósito, como 
los árboles binarios son árboles ordenados, el iterador regresado por el método 
children(v) (heredado de la interfaz InspectableTree) accesa al hijo izquierdo 
de v antes que el hijo derecho de v. 
 
public interface InspectableBinaryTree extends InspectableTree{  
 // métodos accesores  
 public Position leftChild(Position v); // regresa hijo izquierdo 

public Position rightChild(Position v); // regresa hijo derecho  
public Position sibling(Position v); // regresa el hermano 

} 
public interface BinaryTree  

extends InspectableBinaryTree, PositionalContainer { 
} 
 
 

 
Propiedades de los árboles binarios 
 
Los árboles binarios tienen varias propiedades interesantes por las relaciones 
entre alturas y la cantidad de nodos. Se define el nivel d de T como el conjunto 
de todos los nodos de un árbol T que están a la misma profundidad d. En un árbol 
binario, el nivel 0 tiene un nodo (la raíz), el nivel 1 tiene dos nodos cuando 
mucho (los hijos de la raíz), el nivel 2 tiene cuatro hijos cuando mucho, y así 
sucesivamente (véase la figura). En general, el nivel d tiene cuando mucho 2 
elevado a la d  nodos. 
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Nivel         Nodos 

 
Cantidad máxima de nodos en los niveles de un árbol binario. 

 
Podemos ver que la cantidad máxima de nodos en los niveles de un árbol binario 
crece en forma exponencial a medida que bajamos por el árbol. De esta sencilla 
observación, es posible deducir las siguientes propiedades que relacionan la 
altura de un árbol binario T con su número de nodos.  
 
Sea T un árbol binario (propio,cada nodo con 0 o 2 hijos) con n nodos, y sea h 
la altura de T. Entonces T tiene las siguientes propiedades: 
 
1. h + 1 <= cantidad de nodos externos    <= 2**h. (**: elevado a potencia) 
2. h    <= cantidad de nodos internos     <= 2**(h-1). 
3. 2 a la h + 1 <= cantidad total de nodos <= 2**(h+l) - 1. 
4. log(n + 1) - 1 <= La altura de T <=(n - 1)/2. 
5. Cantidad nodos externos = cantidad de nodos internos + 1 
 
Recorridos de un árbol binario 
 
Como en los árboles en general, los procesos efectuados en árboles binarios 
suelen implicar recorridos de árbol. En esta sección presentamos algoritmos que 
hacen travesía en árboles binarios. Los algoritmos se expresarán usando los 
métodos TDA árbol binario y funcionan aun con árboles binarios impropios, 
suponiendo que la acción de visita de un nodo externo nulo es no hacer nada. 
 
Recorrido preorden de un árbol binario 
 
Un árbol binario también puede considerarse como un árbol general, al que se 
puede aplicar el recorrido preorden para árboles en general. Sin embargo, 
considerando la particular estructura del árbol binario, conviene simplificar 
ese algoritmo, quedándonos: 
 
Algoritmo binaryPreorder(T,v){ 
 Visitar el nodo v; 
 Si v es un nodo interno entonces{  
  binaryPreorder(T, T.leftChild(v)); 
   // recorrer recursivamente el subárbol izquierdo  
  binaryPreorder(T,T.rightChild(v)); 
   // recorrer recursivamente el subárbol derecho 
 } 
} 
 
 
 
 
 



Paradigmas de Programación – año 2006             Unidad I 

 12 

 
Recorrido postorden de un árbol binario 
 
En forma parecida, el recorrido postorden para árboles en general, que vimos 
anteriormente, se puede especializar para árboles binarios, como se muestra a 
seguir: 
 
Algoritmo binaryPostorder(T,v){ 

Si v es un nodo interno entonces{ 
binaryPostorder(T,T.leftChild(v)); 

//recorrer recursivamente el subárbol izquierdo 
binaryPostorder(T,T.rightChild(v)); 

// recorrer recursivamente el subárbol derecho  
visitar el nodo v 

} 
} 
 
El recorrido postorden de un árbol binario se puede usar para resolver el 
problema de evaluación de expresiones. En ese problema se tiene una expresión 
aritmética árbol, esto es, un árbol binario en el que cada nodo externo tiene un 
valor asociado y cada nodo interno tiene una operación aritmética asociada 
(ejemplo ya visto ..), y se desea calcular el valor de la expresión aritmética 
que representa el árbol. 
 
El algoritmo evaluateExpression, que vemos a seguir evalúa la expresión asociada 
con el subárbol enraizado en el nodo v de un árbol T de expresión aritmética, 
que hace un recorrido postorden de T a partir de v. En este caso, la acción de 
la "visita" consiste en aplicar el operador aritmético almacenado en el nodo a 
los retornos de los hijos izquierdo y derecho. 
 
Algoritmo evaluateExpression(T,v){ 

Si v es un nodo interno (que almacena un operador aritmético op) entonces{ 
x = retorno de evaluateExpression(T,T.leftChild(v))  
y = retorno de evaluateExpression(T,T.rightChild(v))  
return x op y 

}else {retornar el valor almacenado en v} 
} 
 
Recorrido entreorden de un árbol binario 
Un método más de recorrido para un árbol binario es la travesía entreorden. En 
él, se visita a un nodo entre los recorridos recursivos de sus subárboles 
izquierdo y derecho. El recorrido entreorden del subárbol enraizado en un nodo v 
en un árbol binario T es el siguiente: 
 
Algoritmo inorder(T,v}{ 

si v es un nodo interno entonces 
inorder(T,T.leftChild(v}}; 

visita el nodo v; 
si v es un nodo interno entonces 

inorder(T,T.rightChild(v)); 
} 
 
Para cada nodo v, el recorrido entreorden visita a v después de haberlo hecho 
con todos los nodos del subárbol izquierdo de v, y antes que todos los nodos del 
subárbol derecho de v  
 
El algoritmo de recorrido entreorden tiene también varias aplicaciones. Una de 
las más importantes se presenta al guardar una secuencia ordenada de elementos 
en un árbol binario, para definir una estructura llamada árbol binario de 
búsqueda. En forma específica, se define un árbol binario de búsqueda de tal 
modo que cada nodo interno v guarde un elemento e tal que los elementos 
guardados en el subárbol izquierdo de v sean menores o iguales a e, y los 
guardados en el sub árbol derecho de v sean mayores o iguales a e. Además, se 
supone que los nodos externos no guardan elementos; por consiguiente, de hecho 
podrían ser nulos o referencias a un objeto NULL_NODE.  
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Estructura enlazada para árboles binarios 
Una forma natural de ver un árbol binario es mediante una estructura enlazada. 
En este método se representa cada nodo v de T con un objeto con referencias al 
elemento almacenado en v y a los objetos de posición asociados con los hijos y 
el padre de v. 

 
En la figura siguiente se muestra una representación de un árbol binario como 
estructura enlazada. 
 

 
Si v es la raíz de T, la referencia al nodo padre es nula, y si v es un nodo 
externo, las referencias a los hijos de v son nulas. Si se desea ahorrar espacio 
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para los casos en que se encuentran vacíos los nodos externos, se puede hacer 
que sean nulas las referencias a los nodos externos vacíos. Esto es, se puede 
permitir que una referencia de un nodo interno a un nodo externo hijo sea nula. 
Aun mejor, desde un punto de vista orientado a objetos, se emplea un objeto 
especialmente creado, NULL_NODE, tal que toda referencia a un nodo externo 
faltante sea una referencia a este objeto. Este objeto puede implementar la 
interfaz Position. Naturalmente que si se usan esos rellenos para nodos 
externos, habrá que prepararse para que el método parent() lance una excepción, 
cuando ese relleno sea en un nodo externo. 
 
La clase BTNode, que vemos a continuación, representa a un nodo v mediante un 
objeto que implementa el TDA posición y que tiene las variables de instancia 
element, left, right y parent, que se refieren al elemento almacenado en v, el 
hijo izquierdo de v, el hijo derecho de v y el padre de v, respectivamente. La 
clase BTNode también tiene métodos que regresan y establecen esas variables.  
 
/** Nodo de un árbol binarío */  
public class BTNode implements Posítion {  
 private Object element; 
 private BTNode left, right, parent;  
 /** constructor predeterminado */   
 public BTNode(){} 
  
 /** constructor con parárnetros */  
 public BTNode(Object o, BTNode u, BTNode v, BTNode w){  
  setElement(o);  
  setParent (u); 
  setLeft   (v); 
  setRight  (w); 
 } 

public Object element() {return element; }  
public void setElement(Object o) { element=o; }  
public BTNode getLeft() { return left; }  
public void setLeft(BTNode v) { left=v; }  
public BTNode getRight() { return ríght; }  
public void setRight(BTNode v) { right=v; }  
public BTNode getParent() { return parent; }  
public void setParent(BTNode v) { parent=v; } 

} 
 
 
Clase auxiliar BTNode, para implementar los nodos de un árbol binario. 
 
Mas adelante se muestra la clase LinkedBinaryTree que implementa la interfaz 
BinaryTree mediante una estructura de datos enlazada. Esta clase guarda el 
tamaño del árbol y una referencia al objeto BTNode asociado con la raíz del 
árbol, como variables internas. Además de los métodos de interfaz BinaryTree, en 
LinkedBinaryTree también se incluyen los siguientes métodos de actualización: 
 
expandExternal(v): Transforma a v de nodo externo a nodo interno, creando dos 

 nuevos nodos externos y haciendo que sean los hijos izquierdo y derecho 
 de v, respectivamente; se produce una condición de error si v es un nodo 
 interno. 
 Entrada: posición; Salida: ninguna. 

 
removeAboveExternal(w): Quita el nodo externo w junto con su padre v y reemplaza 

 a v con el hermano de w; esta operación genera una condición de error si 
 w es un nodo interno, o si w es la raíz. 
 Entrada: posición; Salida: ninguna. 

 



Paradigmas de Programación – año 2006             Unidad I 

 15 

 
 
 
 
 
La clase LinkedBinaryTree tiene un constructor sin argumentos que regresa un 
árbol binario formado por un solo nodo. Al iniciar con este árbol de un solo 
nodo, se puede formar un árbol binario aplicando en forma repetida el método 
expandExternal. De igual manera, se puede eliminar cualquier árbol binario T 
usando la operación removeAboveExternal, y reducir en último término ese árbol T 
hasta un solo nodo externo. 
 
import java.util.Iterator; 
public class LinkedBinaryTree implements BinaryTree{  
    private Position root; // referencia a la raíz  
    private int size; // cantidad de nodos 
  
    public LinkedBinaryTree(){  
 root = new BTNode(null,null,null,null); 
 size = 1; 
    } 
 
    public int size(){ return size;}  
 
    public boolean isEmpty(){ return (size == 0);}  
 
    public boolean isInternal(Position v) {  
        return (((BTNode) v).getLeft()!=null  
            && ((BTNode) v).getRight()!=null); 
    } 
 
    public boolean isExternal(Position v) {  
        return (((BTNode) v).getLeft()  == null  
            && ((BTNode) v).getRight() == null); 
 
    } 
 
    public boolean isRoot(Position v){return (v==root());} 
 
    public Position root() { return root; }  
 
     
    public Position leftChild(Position v){return ((BTNode) v).getLeft();} 
 
    public Position rightChild(Position v){return ((BTNode) v).getRight();} 
 
    public Position sibling(Position v){  
        Position p  = parent(v); 
        Position lc = leftChild(p); 
        if (v == lc) 
            return rightChild(p); 
        else return lc; 
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    } 
 
    public Position parent(Position v){return ((BTNode) v).getParent();} 
 
    public Object replaceElement(Position v, Object o) { 
        Object temp = ((BTNode) v).element(); 
        ((BTNode) v).setElement(o); 
        return temp; 
    } 
    public void swapElements(Position v, Position w){ 
        Object temp = w.element(); 
        ((BTNode) w).setElement(v.element()); 
        ((BTNode) v).setElement(temp); 
    } 
 
    public void expandExternal (Position v){ 
        if (isExternal(v)){ 
            ((BTNode) v).setLeft(new BTNode(null,  
            (BTNode) v, null, null)); 
            ((BTNode) v).setRight(new BTNode(null, 
            (BTNode) v, null, null)); 
            size += 2; 
        } 
    } 
 
    public void removeAboveExternal(Position v){ 
        if (isExternal(v)){ 
            BTNode p = (BTNode) parent(v); 
            BTNode s = (BTNode) sibling(v); 
            if (isRoot(p)){ 
                s.setParent(null) ; 
                root = s; 
            } 
            else{ 
                BTNode g = (BTNode) parent(p); 
                if (p == leftChild(g))  
                    g.setLeft(s); 
                else g.setRight(s); 
                s.setParent(g); 
            } 
            size -= 2; 
        } // if (isExternal(v)) 
    } //  removeAboveExternal 
    
} // public class LinkedBinaryTree  
 
Nota: los métodos de actualización expandExternal(v) y removeAboveExternal(v) 
funcionan bien sólo cuando los nodos externos son regulares, esto es, no son 
nulos ni son el objeto especial NULL_NODE.  
 
Representación de árboles generales con árboles binarios 
 
Una representación de un árbol general T se obtiene transformando T en un árbol 
binario T' (véase la figura). Se supone que T es ordenado, o bien que se ha 
ordenado en forma arbitraria. La transformación es la siguiente: 
 
· Para cada nodo u de T hay un nodo interno u' de T' asociado con u. 
· Si u es un nodo externo de T y no tiene un hermano que lo siga de inmediato, 
los hijos de u' en T' son nodos externos. 
· Si u es un nodo interno de T y v es el primer hijo de u en T, v' es el hijo 
izquierdo de u' en T. 
· Si el nodo v tiene un hermano w que lo siga de inmediato, w' es el hijo 
derecho de v' en T'. 
 



Paradigmas de Programación – año 2006             Unidad I 

 17 

Nótese que los nodos externos de T' no se encuentran asociados con los nodos de 
T, y sólo sirven como relleno (por lo que hasta pueden ser nulos). 
Es fácil mantener la correspondencia entre T y T', Y expresar las operaciones en 
T en función de las operaciones correspondientes en T. En forma intuitiva, se 
puede imaginar la correspondencia en términos de una conversión de T en T' que 
toma cada conjunto de hermanos {VI, V2, . . . , vk} en T con el padre v y lo 
reemplaza con una cadena de hijos derechos enraizados en V1, que entonces se 
convierte en el hijo izquierdo de v.  

  
Representación de un árbol mediante un árbol binario: (a) el árbol T; (b) el 
árbol binario T' asociado con T. Las aristas interrumpidas conectan los nodos de 
T' asociados con los nodo s hermanos de T.  
 
 
Bueno, es hora de que veamos si esto anda. Algún  algoritmo que haga algo con un 
árbol binario. Una idea, que adoptamos, es extender la clase, LinkedBinaryTree 
con una propia, y en ella hacer algo. Proponemos generar un árbol binario 
completo de una altura informada por el operador. Establecemos los siguientes 
requisitos:  

§ La ejecución debe ser trazada, o sea que debe quedar registrado la 
secuencia de operaciones (métodos) y valores empleados.  

§ El código Java, documentado. 
§ El nodo debe contener objetos, de preferencia de más de un tipo. 

Decidimos que contenga ItemsPPR. Esta clase contiene dos atributos que a 
su vez son objetos. Y generaremos el árbol con nodos conteniendo ítems 
que son pares de objetos Codigo/Valor o Codigo/Texto, al azar. 

§ Resaltar la potencialidad del polimorfismo. Esto será especialmente 
visible en el uso polimórfico del método toString, donde objetos invocan 
toString de los objetos constituyentes, mas de una vez. 

§ Usar interfaces previamente definidas para árboles binarios. 
§ Usar iteradores.  
 

Nota: En la codificación que vemos a continuación, se usa un iterador de 
posiciones, Posision[] pos; En el almacenamos únicamente las posiciones de los 
nodos externos, para su expansión en el próximo paso. El método que hace el 
trabajo es, como lo define InspectablePositionalContainer, positions(), pero en 
nuestra codificación no retorna nada, lo hace directamente sobre Position pos[] 
definido como un atributo del objeto MyLinkedBinaryTree.       
 
// Author. Tymoschuk, Jorge 
public class MyLinkedBinaryTree extends LinkedBinaryTree implements BinaryTree{ 
    // Atributos de trabajo globales 
    boolean trace; int cont, ind; 
    Position pos[]; 
    public MyLinkedBinaryTree(){    //  Constructor 
    size  = 1;  
        trace = false; 
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        cont = ind = 0; 
   root  = new BTNode(nuevoObjeto(), null, null, null); 
    } 
 
    public void demo(int h){  
        int niv; 
        for(niv = 1; niv <= h; niv++)  
            llenarNivel(root,niv); 
        trace = true; 
        System.out.println("\nRecorriendo inOrder()"); 
        inOrder(root); 
        System.out.println("\nArbol binario con "+size+" nodos"); 
    } 
     
    public void llenarNivel(Position v, int niv){ 
        /* Lo primero, guardar en pos[] las posiciones de los nodos externos 
           Para ello instanciamos un array de posiciones 
           La cantidad de elementos pos a almacenar depende del nivel; como 
           debo almacenar los nodos internos u hojas del nivel anterior,  
           la formula es cant = (niv-1)**2, que en java se expresa:     */ 
        int cant = (int)(Math.pow(2.0, (double)(niv-1))); 
        pos = new Position[cant]; 
        System.out.print("\nPara llenar el nivel "+niv);  
        System.out.println(" instanciamos pos[] con "+cant+" elemento(s)"); 
        ind = 0; 
        positions(root);    //  Almaceno posiciones de los nodos externos 
        expandNodos(cant); 
    } 
     
    public void positions(Position v){ 
        if(isInternal(v)) positions(leftChild(v)); // recorriendo izquierdo 
            if(v != null)   //  si estamos posicionados en un nodo  
                if (isExternal(v)) //  y es externo (Hoja) 
                    pos[ind++] = v; //  almaceno su posicion 
        if(isInternal(v)) positions(rightChild(v));// Recorriendo derecho 
    } 
 
    public void expandNodos(int cant){ 
        int i; 
        for(i=0;i<cant;i++) expandirExterno(pos[i]); 
    } 
     
    public void expandirExterno (Position v){ 
        // Expandimos hijo izquierdo  
        ((BTNode) v).setLeft(new BTNode(nuevoObjeto(),  
                                (BTNode) v, null, null)); 
        size++; 
        //  Ahora el derecho 
        ((BTNode) v).setRight(new BTNode(nuevoObjeto(), 
                                (BTNode) v, null, null)); 
        size++; 
    } 
 
    public ItemPPR nuevoObjeto(){ 
        Codigo cod; Texto tex; Valor val; ItemPPR it; 
        int opcion = (int)(2*Math.random()); 
        if (opcion == 0){ // Retornaremos un item codigo-valor 
            cod = new Codigo(++cont); 
            val = new Valor((float)(10*Math.random())); 
            it  = new ItemPPR(cod, val); 
        }else{          // Retornaremos un item codigo-texto 
            cod = new Codigo(++cont); 
            tex = new Texto("Text"+(int)(100*Math.random())); 
            it  = new ItemPPR(cod, tex); 
        } 
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        System.out.println("Insertando "+it); 
        return it; 
    } 
    
    //  Algoritmos de recorrido 
    public void inOrder(Position v){ 
        if(isInternal(v)) inOrder(leftChild(v)); // recorriendo izquierdo 
        if(trace) 
            System.out.println("Visitando..."+v); 
        // Visitando el nodo; 
        if(isInternal(v)) inOrder(rightChild(v));// Recorriendo derecho 
    } 
     
    public static void main(String argsd[]){ 
        int h;      //  altura 
        System.out.println("Demo de llenado de Arbol Binario por niveles"); 
        System.out.println("De que altura desea el Arbol? "); 
        h = In.readInt(); 
        System.out.println("Solicitada altura "+h); 
        MyLinkedBinaryTree arBin = new MyLinkedBinaryTree();    //raiz 
        arBin.demo(h); 
    } 
} 
 
MyLinkedBinaryTree usa las siguientes clases:  
 
 
public class ItemPPR{  
    private Object key, elem; 
    public ItemPPR(){key = null; elem = null;} 
    public ItemPPR (Object k, Object e) {key = k; elem = e;} 
    public Object key(){return key;} 
    public Object element(){return elem;}  
    public void setKey(Object k){key = k;}  
    public void setElement(Object e){elem = e;} 
    public String toString(){return key.toString()+", "+elem.toString();} 
} 
 
public class Codigo{  
    private int codigo; 
    public Codigo(){codigo = 0;} 
    public Codigo(int cod){codigo = cod;} 
    public int getCodigo(){return codigo;} 
    public void setCodigo(int cod){codigo = cod;} 
    public String toString(){return ""+codigo;}  
} 
 
public class Texto{  
    private String texto;    
    public Texto(){texto = "";} 
    public Texto(String tex){texto = tex;} 
    public String getTexto(){return texto;} 
    public void setTexto(String tex){texto = tex;} 
    public String toString(){return texto;}  
} 
 
public class Valor{  
    private float valor; 
    public Valor(){valor = (float)0.0;} 
    public Valor(float val){valor = val;} 
    public float getValor(){return valor;} 
    public void setValor(float val){valor = val;} 
    public String toString(){return ""+valor;}  
} 
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Vemos la ejecución de su demo()  
 
 

 
 
 
Ya tenemos nuestro Arbol Binario. Hagamos algo con él. Podríamos implementar 
métodos para, por ejemplo: 

§ Recorridos preorden, postorden. 
§ Búsqueda de una clave determinada. 
§ Detección de profundidad, altura. 
§ Un iterador con las posiciones de un nivel determinado. 
§ Un iterador con los ítems almacenados en los nodos de un nivel 

determinado. 
§ Un iterador con las posiciones de los ítems cuyas claves cumplan algun 

criterio de búsqueda preestablecido. 
§ Etc, etc 
 
Encaramos estos tópicos como temas a desarrollar por los  alumnos en la parte 
práctica.  
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Árboles de Búsqueda 
 
Supongamos que queremos implementar diccionarios ordenados. Queremos poder 
buscar una clave determinada. Debemos saber que existen varias estructuras 
alternativas de datos basadas en árboles para implementar esta aplicación. 
 
En primer lugar tenemos los árboles de búsqueda binaria que soportan una 
implementación sencilla de un diccionario ordenado, basada en árbol, pero sin 
garantizar un desempeño eficiente en e] peor de los casos. Estos árboles 
constituyen una base de muchas implementaciones de diccionario basadas en 
árboles y a continuación citamos varias de ellas. Una de las implementaciones 
clásicas es el árbol AVL; se trata de un árbol de búsqueda binaria que logra 
hacer las operaciones de búsqueda y actualización en tiempo logarítmico. 
 
Solo a nivel informativo digamos que existen también un árbol de búsqueda 
multicaminos, que es un árbol ordenado en e] que cada nodo interno puede guardar 
artículos y tener varios hijos. Un árbol multicaminos de búsqueda es una 
generalización del árbol de búsqueda binaria y como él, se puede especializar en 
una estructura eficiente de datos para diccionarios, imponiendo restricciones 
adicionales. Una de las ventajas de usar esos árboles multicaminos es que, con 
frecuencia, requieren menos nodos internos que los de búsqueda binaria para 
guardar los artículos. Pero, a] igual que los árboles de búsqueda binaria, los 
multicaminos requieren métodos adicionales para hacer]os eficientes con todos 
los métodos de diccionario. 
 
Una especialización de los multicaminos se llama árboles 2-4 o árboles 2-3-4. 
Éstos son árboles de búsqueda multicaminos de modo que todos los nodos externos 
tienen la misma profundidad, y cada nodo guarda 1, 2 o 3 claves, y tiene 2, 3, o 
4 hijos, respectivamente. La ventaja de esos árboles es que tienen algoritmos 
sencillos e intuitivos para insertar y quitar claves. Las operaciones de 
actualización reordenan un árbol (2, 4) mediante operaciones naturales que 
dividen y combinan los nodos "cercanos" o las claves de transferencia entre 
ellos.  
 
Tenemos también los árboles rojo y negro; son árboles de búsqueda binaria cuyos 
nodo s se iluminan de "rojo" y "negro" en tal fonna que e] esquema de 
iluminación garantice que la altura sea logarítmica. Hay una correspondencia 
entre los árboles rojo y negro, y los árboles 2-4. 
 
Finalmente, existe también lo que se conoce como búsqueda externa. Es una 
estructura de índice, normalmente almacenada en un disco. Se presenta una clase 
de árbol multicaminos, llamada árbol B, con variantes. Muy usada para acceder a 
claves específicas en archivos y  
  

bases de datos.  
 
 
Para ejemplificar mejor el comportamiento de nuestro árbol de búsqueda lo 
implementaremos de manera que atienda todo el requerimiento de un TDA 
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Diccionario. Estos requerimientos los definiremos en una interfaz. Introducimos 
el concepto. 
 
 
Tipo de dato abstracto diccionario 
 
Un diccionario guarda pares clave-elemento (k,e) que se llaman artículos, donde 
k es la clave y e el elemento. Para mantener el máximo nivel de generalidad, se 
permite que las claves y los elementos que guarda un diccionario sean de 
cualquier clase de objeto. Por ejemplo, en un diccionario que guarde registros 
de alumnos (como el nombre, la dirección y las calificaciones del alumno) se 
podría usar el número de identificación del alumno como clave. En algunas 
aplicaciones, la clave puede ser el elemento mismo. Por ejemplo, si un 
diccionario guarda números primos, se podrían usar los números mismos como 
claves (y también como elementos). 

 
 
Ilustración conceptual del TDA diccionario. El usuario asigna las claves 
(etiquetas) a los elementos (disquetes). Los artículos resultantes (disquetes 
con etiqueta) se insertan en un diccionario (archivero de disquetes). Después se 
podrán usar las claves para recuperar o eliminar los elementos. 
 
Se distinguen dos clases de diccionarios, el diccionario no ordenado y el 
diccionario ordenado. En todos los casos se usa una clave como identificador, 
que asigna una aplicación o un usuario a un elemento asociado. En el diccionario 
ordenado se supone que se define en las claves una relación de orden total, y se 
muestran métodos adicionales acerca de ese ordenamiento. Un diccionario ordenado 
determina el orden relativo de dos claves mediante un comparador que se 
proporciona al diccionario como parámetro del método constructor de diccionario 
ordenado. Sin embargo, en un diccionario no ordenado, o genérico, no se supone 
que haya relación de orden entre las claves y sólo se usa la prueba de igualdad 
entre ellas. 
 
Para conservar la generalidad, la definición permite que un diccionario guarde 
varios artículos con la misma clave. Sin embargo, hay aplicaciones en que se 
desea no permitir artículos con la misma clave (por ejemplo, en un diccionario 
que guarde registros de alumnos, no se permitiría que dos alumnos tuvieran la 
misma clave). En esos casos, cuando las claves son únicas, la clave asociada con 
un objeto se puede considerar como una "dirección" de ese objeto en la memoria. 
En realidad, a esos diccionarios se les llama a veces "almacenes asociativos", 
porque la clave asociada con un objeto determina su "lugar" en el diccionario. 
 
Tipo de dato abstracto diccionario 
 
public interface Dictionary{ 
    public Object NO_SUCH_KEY = NULL; // Centinela  
    public int size();  // Regresa la cantidad de artículos en D. 
                        //  Entrada: ninguna; Salida: entero. 
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    public boolean isEmpty();   // Prueba si D está vacío. 
                        //  Entrada: ninguna; Salida: booleana. 
    public ObjectIterator elements();  

// Regresa los elementos guardados en D. 
        //  Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos (elementos). 
    public ObjectIterator keys();   

//  Regresa las claves guardadas en D. 
        //  Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos (claves). 
    public Object findElement(Object k);    

// Si encuentra igual, regresa el elemento de ese artículo; 
        //  si no, regresa el elemento especial NO _HAY _ESA_ CLAVE. 
       //  Entrada: objeto (clave); Salida: objeto (elemento). 
    public ObjectIterator findAllElements(Object k);  

// Regresa un iterador de todos los elementos cuyas claves  
//  sean igual a k. 

      //  Entrada: objeto (clave); Salida: iterador (de elementos). 
    public void insertltem(Object k, Object e);     

//  Inserta un artículo con elemento e y clave k en D. 
      //  Entrada: objetos k (clave) y e (elemento); Salida: no  
    public Object removeElement(Object k);  

//  Quita de D un artículo con clave k, regresa su elemento. 
      //  Si D no contiene ese artículo, regresa NO _HAY _ESA_ CLAVE. 
      //  Entrada: objeto (clave); Salida: objeto (elemento). 
    public ObjectIterator removeAllElements(Object k);  

//  Quita de D a los artículos cuya clave sea igual a k,  
      //  y regresa un iterador de sus elementos. 
      //  Entrada: objeto (clave); Salida: iterador (de elementos).  
} 
 
Árboles de búsqueda binaria 
 
Los árboles de búsqueda binaria son una excelente estructura de datos para 
guardar los artículos de un diccionario ordenado. Como se vio en la sección 
6.3.4, un árbol de búsqueda binaria es un árbol binario T tal que cada nodo 
interno v de T guarda un artículo (k,e) de un diccionario D, y 
 
· las claves guardadas en los nodos del subárbol izquierdo de v son menores o 
iguales a k. 
· las claves guardadas en los nodos del subárbol derecho de v son mayores o 
iguales a k. 
 
Los nodos externos de T no guardan clave o elemento alguno de D, y sólo sirven 
como "relleno". Hasta se puede hacer que esos nodos externos sean null o 
referencias a un objeto NODO_NULO, siempre que se tenga una envoltura posicional 
para cualquier nodo externo que identifique al padre de ese nodo. Sin embargo, 
para simplificar las descripciones de este capítulo se supone que los nodos 
externos son nodos reales del árbol T, sólo que no guardan nada. 
Sin importar cómo se representen los nodos externos vacíos, la propiedad 
importante de un árbol de búsqueda binaria es que representa a un diccionario 
ordenado. Esto es, un árbol de búsqueda binaria debe representar, 
jerárquicamente, un ordenamiento de sus claves, usando relaciones entre padre e 
hijos. En forma específica, es fácil comprobar que un recorrido enorden de un 
árbol de búsqueda binaria T visita las claves de su diccionario en orden no 
decreciente. 
 
Búsqueda 
 
Para ejecutar la operación findElement(k) en un diccionario D que esté 
representado por un árbol de búsqueda binaria T, se considera que el árbol T es 
un árbol de decisiones. En este caso, la pregunta que se hace en cada nodo 
interno v de T es si la clave de búsqueda k es menor, igualo mayor que la clave 
guardada en el nodo v, representada con key(v). Si la respuesta es "menor", la 
búsqueda continúa en el subárbol izquierdo. Si la respuesta es "igual", la 
búsqueda termina con éxito. Si la respuesta es "mayor", la búsqueda continúa en 
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el subárbol derecho. Por último, si se llega a un nodo externo, la búsqueda 
termina sin éxito. 
 
En el fragmento de programa abajo se describe el método recursivo TreeSearch, 
basado en la estrategia anterior para buscar en un árbol de búsqueda binaria T. 
Dada una clave k de búsqueda y un nodo v de T, el método TreeSearch regresa un 
nodo (posición) w del subárbol T(v) de T enraizado en v donde puede ocurrir: 
 
. w es un nodo interno de T(v) que guarda la clave k. 
· w es un nodo externo de T(v), todos los nodos internos de T(v) que anteceden a 
w en el recorrido enorden tienen claves menores que k, y todos los nodos 
internos de T(v) que siguen a w en el recorrido enorden tienen claves mayores 
que k. 
 
Así, el método findElement(k) se puede ejecutar en el diccionario D llamando al 
método TreeSearch(k,T.root()) en T. Sea w el nodo de T que regresa esta llamada 
del método TreeSearch. Si el nodo w es interno, se regresa el elemento guardado 
en w; si no es así y w es externo, se regresa NO_HAY _ESA_ CLAVE. 
 
Algoritmo TreeSearch(k,v): 

 
Entrada: La clave de búsqueda k, y un nodo v. Como este método es 

recursivo, inicialmente el nodo v es el raiz, luego será un nodo interno o 
externo.   

Salida: El nodo w del subarbol T(v). 
Si este nodo es interno, contiene la clave buscada. 
Si es externo, es el nodo donde debería estar la clave buscada.  

 
Si v es un nodo externo entonces retorna v.  
Si k = key(v) retorna v, caso contrario 
Si k < key(v) retorna  TreeSearch(k,T.leftChild(v)) 
Caso contrario retorna TreeSearch(k,T.rightChild(v)) 
 
Operaciones de actualización 
 
Los árboles de búsqueda binaria permiten implementaciones de las operaciones 
insertltem y removeElement con algoritmos bastante directos, sin ser triviales. 
 
Inserción 
 
Para hacer la operación insertItem(k,e) en un diccionario D implementado con un 
árbol de búsqueda binaria T, se comienza llamando al método 
TreeSearch(k,T.root()) en T. Sea w el nodo regresado por TreeSearch. 
 
· Si w es un nodo externo (no existe un artículo con la clave k en T), se 
reemplaza a w con un nuevo nodo interno que guarda al item (k,e) y a dos hijos 
externos, mediante la operación expandExternal(w) en T.  
 
· Si w es un nodo interno (otro artículo con clave k se guarda en w), se llama a 
TreeSearchl(k,rightChild(w)) o, lo que es igual, a TreeSearch(k,leftChild(w)), 
para aplicar recursivamente el algoritmo al nodo regresado por TreeSearch. 
 
El algoritmo anterior de inserción al final describe una trayectoria desde la 
raíz de T hacia abajo hasta un nodo externo, que es reemplazado por un nuevo 
nodo interno que guarda al nuevo artículo. Por lo anterior, una inserción agrega 
un nuevo artículo en el "fondo" del árbol de búsqueda T. En la figura abajo se 
muestra un ejemplo de inserción en un árbol de búsqueda binaria. 
 
El análisis del algoritmo de inserción es análogo al de búsqueda. La cantidad de 
nodos visitados es proporcional a la altura h de T en el peor de los casos. 
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Inserción de un artículo con clave 78 en el árbol de búsqueda de la figura. En 
(a) se muestra la búsqueda de la posición para insertar, y en (b) el árbol 
resultante.  
 
Eliminación 
 
La implementación de la operación removeElement(k) en un diccionario D 
implementado con un árbol de búsqueda binaria T es algo más complicada porque no 
se quiere crear "agujeros" en el árbol T. La operación comienza en forma 
sencilla, porque se ejecuta el algoritmo TreeSearch(k,T.root()) en T para 
encontrar un nodo que guarde la clave k. Si TreeSearch regresa un nodo externo, 
no existe ese elemento con clave k en el diccionario D, y se regresa el elemento 
especial NO_HAY _ESA_CLAVE, y termina la búsqueda. Si TreeSearch regresa un nodo 
interno w, quiere decir que w guarda un artículo que se desea quitar. 
Se distinguen dos casos (de dificultad creciente): 
 
· Si uno de los hijos del nodo w es un nodo externo, por ejemplo el nodo z, tan 
sólo se quitan de T a w y Z mediante la operación removeAboveExternal(z) en T. 
Esta operación reestructura a T reemplazando a w con el hermano de z y quitando 
tanto a w como a Z de T. Este caso se ilustra a continuación. 
Eliminación 

 
Eliminación de la clave 32. La guardamos en un nodo (w) con un hijo externo. (a) 
antes de la eliminación. (b) Después de la eliminación. 
 
· Si los dos hijos del nodo w son nodos internos, no se puede quitar sólo el 
nodo w de T porque se crearía un "agujero" en T. En lugar de ello se procede: 
 

o Se determina el primer nodo interno y que sigue a w en un recorrido 
enorden de T. El nodo y es el nodo interno de la extrema izquierda del 
subárbol derecho de w, y se encuentra descendiendo uno por la liga derecha 
de w y a continuación hacia abajo de T, siguiendo a los hijos izquierdos. 
También, el hijo izquierdo x de y es el nodo externo que sigue  
de inmediato al nodo w en el recorrido enorden de T. 
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o Se preserva el elemento guardado en w en una variable temporal t, y se 
cambia el artículo de y a w. Esta acción tiene como efecto quitar el 
elemento anterior guardado en w.  

o Se quitan de T los nodos x e y, mediante la operación 
removeAboveExternal(x) en T. Esta acción reemplaza a y con el hermano de 
x, y quita de T tanto a x como a y.  

o Se regresa el elemento que antes estaba guardado en w y que se había 
preservado como variable temporal t. 

 

El  
Eliminación desde el árbol de búsqueda binaria, donde la clave a quitar es (65) 
que se guarda en un nodo con dos hijos internos. (a) antes de la eliminación. 
(b) después de la eliminación. 
 
Comparación entre el mejor y el peor de los casos 
 
En el mejor de los casos, la altura h de T es tal que h = log(n + 1). En el 
peor, T tiene la altura n, presentándose como una secuencia ordenada. Esa 
configuración del peor de los casos se produce, por ejemplo, si se inserta un 
conjunto de claves en orden creciente, (caso de la figura), o decreciente.  
 

 
 
Implementación en Java 
 
La clase de árbol de búsqueda binaria, BinarySearchTree, guarda pares clave-
elemento de la clase Artículo como elementos guardados en las posiciones (nodos) 
de su árbol básico binario. Nótese que el árbol binario básico T se usa sólo a 
través de la interfaz BinaryTree, donde se supone que esa interfaz también 
incluye los métodos expandExternal y removeAboveExternal. Así, la clase 
BinarySearchTree es independiente de la implementación específica del árbol 
binario, y aprovecha la ventaja de reusar el programa. 
 
El método auxiliar findPosition, basado en el algoritmo TreeSearch, es invocado 
por los métodos findElement, insertElement y removeElement. La variable de 
instancia actionPos guarda la posición donde terminó la búsqueda, inserción o 
eliminación más reciente. Esta variable de instancia no es necesaria para 
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implementar un árbol de búsqueda binaria, pero es útil para las clases que 
extenderán el BinarySearchTree para identificar la posición donde tuvo lugar la 
búsqueda, inserción o eliminación previa. La posición actionPos tiene ese 
significado siempre que se use de modo inmediato, después de ejecutar los 
métodos findElement, insertltem y removeElement.  
 
Los datos que almacenaremos en nuestro los nodos de nuestro árbol de búsqueda, 
ya vimos,  la clase ItemsPPR 
 
public class ItemPPR{  
    private Object key, elem; 
    public ItemPPR(){key = null; elem = null;} 
    public ItemPPR (Object k, Object e) {key = k; elem = e;} 
    public Object key(){return key;} 
    public Object element(){return elem;}  
    public void setKey(Object k){key = k;}  
    public void setElement(Object e){elem = e;} 
    public String toString(){return key.toString()+", "+elem.toString();} 
} 
 
 
/** Realización de un diccionario mediante un árbol de búsqueda binaria */  
import java.io.*; 
import java.security.InvalidKeyException; 
public class BinarySearchTree extends MyLinkedBinaryTree implements Dictionary{  
    Comparador C;   // interface comparador  
    protected Position actionPos; // posición de inserción o de padre eliminado 
 
    public BinarySearchTree(){ 
        super(); 
    }  
 
    public int size(){return (size - 1)/2;} 
 
    public boolean isEmpty(){ return size() == 1;} 
 
    // métodos auxiliares: 
    /** Extraer la clave del artículo en determinado nodo del árbol. */  
    protected Object key(Position position){  
        return ((ItemPPR) position.element()).key(); 
    }         
  
    /** Extraer el elemento del artículo en determinado nodo del árbol. */  
    protected Object element(Position position){  
        return ((ItemPPR) position.element()).element(); 
    } 
  
    /** Método auxiliar usado por quitarElemento. */  
    protected void swap(Position swapPos, Position remPos){ 
        replaceElement(swapPos, remPos.element()); 
    } 
  
    /** método aux usado por findElement, insertltem y removeElement */  
    protected Position findPosition(Object key, Position pos){ 
        if (isExternal(pos)){  
            if (trace) System.out.println("Nodo externo, return pos ");  

           return pos; // no se encontró clave y se regresa el nodo 
// externo alcanzado  

        }else{  
            Object curKey = key(pos); 
            if (trace){System.out.println("curKey "+curKey+", key "+key);} 
            if(C.compare(key, curKey) < 0){  
                if (trace) System.out.println("Descendemos arbol izquierdo");  
                return findPosition(key, leftChild(pos));   
            }else  if (C.compare(key, curKey) > 0){       
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                        if (trace) System.out.println("Descendemos arbol 
 derecho");  

                        return findPosition(key, rightChild(pos)); 
                   }else{ 
                        if (trace) System.out.println("Igual clave en nodo  
     interno, return pos");  
                        return pos;  
                   }          
        }   //  else de if (isExternal(pos)) 
    } 
  
    // métodos definidos en el TDA diccionario  
 
  
    public Object findElement(Object key) throws InvalidKeyException{ 
        // checkKey(key); // puede lanzar una InvalidKeyException  
        Position curPos = findPosition(key, root()); 
        actionPos = curPos; // nodo donde terminó la búsqueda  
        if (isInternal(curPos))  
            return element(curPos); 
        else return NO_SUCH_KEY; 
    } 
 
    public void insertItem(Object key, Object element) throws 

 InvalidKeyException{  
        // checkKey(key); // puede lanzar una InvalidException  
        Position insPos = root(); 
        do{ 
            insPos = findPosition(key, insPos); 
            if(isExternal(insPos)) 
                break; 
            else // la clave ya existe  
                insPos = rightChild(insPos); 
        }while (true); 
         
        expandExternal(insPos); 
        ItemPPR newltem = new ItemPPR(key, element); 
        replaceElement(insPos, newltem); 
        actionPos = insPos; // nodo donde se insertó el artículo nuevo 
        if (trace)System.out.println("Expando externo, actualizo nodo pos => 

 "+insPos); 
    } 
 
    public Object removeElement(Object key) throws InvalidKeyException{ 
        Object toReturn; 
        // checkKey(key); // puede lanzar una InvalidKeyException  
        Position remPos = findPosition(key, root()); 
        if(isExternal(remPos)){ 
            actionPos = remPos; // Búsqueda sin éxito  
            return NO_SUCH_KEY; 
        } 
        else{  
            toReturn = element(remPos); // elemento a regresar  
            if (isExternal(leftChild(remPos)))  
                remPos = leftChild(remPos); 
            else if (isExternal(rightChild(remPos)))  
                remPos = rightChild(remPos); 
            else { // la clave está en un nodo con hijos internos 
                Position swapPos = remPos;  
                // encontrar un nodo para intercambiar artículos  
                remPos = rightChild(swapPos); 
                do 
                    remPos = leftChild(remPos); 
                while (isInternal(remPos)); 
                swap(swapPos, parent(remPos)); 
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            } // cerrando bloque del segundo else 
            actionPos = sibling(remPos); // hermano del a quitar  
            removeAboveExternal(remPos); 
            return toReturn; 
 } // cerrando bloque del primer else 
    } // Object removeElement 
  
 
    /** Metodos de TDA Dictionary no definidos por el autor por ser  
        prescindibles en esta implementación. Para evitar errores de  
        compilación los implementamos con cuerpo nulo o return    */ 
     
     
    public ObjectIterator elements() throws InvalidKeyException{return null;}     
             // Regresa los elementos guardados en D. 
             //  Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos (elementos). 
 
    public ObjectIterator keys(){return null;}    
             //  Regresa las claves guardadas en D. 
             //  Entrada: ninguna; Salida: iterador de objetos (claves). 
 
    public ObjectIterator findAllElements(Object k) throws InvalidKeyException 
               {return null;}  
             //  Regresa un iterador de todos  
             //  los elementos cuyas claves sean igual a k. 
             //  Entrada: objeto (clave); Salida: iterador (de elementos). 
 
    public ObjectIterator removeAllElements(Object k){return null;}  
             //  Quita de D a los artículos cuya clave sea igual a k,  
             //  y regresa un iterador de sus elementos. 
             //  Entrada: objeto (clave); Salida: iterador (de elementos). 
  
} // class BinarySearchTree 
 
A continuación, una implementación de esta clase por el autor: 
 
import java.io.*; 
import java.security.InvalidKeyException; 
public class MyBinarySearchTree extends BinarySearchTree implements Dictionary{ 
    public MyBinarySearchTree(){ 
        super(); 
        System.out.println("(Nodo anterior es raiz es externo, sera  
     recubierto)"); 
        C = new Comparador(); 
    } 
 
     public void demo01(int ctos){  
        int ind; trace = true; 
        try{ 
            for(ind = 1; ind <= ctos; ind++) 
                insertItem(nuevaKey(), nuevoTexto()); 
        }catch(InvalidKeyException e){System.out.println("InvalidKeyException en 

 demo01");} 
        System.out.println("\nGenerado MyBinarySearchTree con "+size()+"  
      nodos");    
        System.out.println("\nRecorriendo inOrder()"); 
        inOrder(root); 
        System.out.println("\nDemo terminado !!!"); 
    } 
     
    public Object nuevaKey() throws InvalidKeyException{ 
        Codigo cod;  
        cod = new Codigo((int)(10*Math.random())); 
        return cod; 
    } 
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    public Object nuevoTexto() throws InvalidKeyException{ 
        Texto tex;  
        tex = new Texto("Text"+(int)(100*Math.random())); 
        return tex; 
    } 
     
    public void inOrder(Position v){ 
        if(isInternal(v)) inOrder(leftChild(v)); // recorriendo izquierdo 
        if(isInternal(v))   //  si estamos posicionados en un nodo interno 
            if(trace)System.out.println("Visitando..."+v); 
        // Visitando el nodo; 
        if(isInternal(v)) inOrder(rightChild(v));// Recorriendo derecho 
    }  
     
    public static void main(String argsd[]){ 
        int ctos;      //  Cuantos nodos 
        System.out.println("Demo de generacion y recorrido de un Arbol de 

 Busqueda Binario"); 
        System.out.println("Se admiten claves duplicadas y se generan nodos 

 externos      "); 
        System.out.println("De que cuantos nodos desea el Arbol? "); 
        ctos = In.readInt(); 
        System.out.println("Solicito "+ctos+" nodos, por favor"); 
        MyBinarySearchTree mSearch = new MyBinarySearchTree();  
        mSearch.demo01(ctos); 
        // arBin.demo(h); 
    } 
}   
 
En esta implementación específica los nodos BTNode contienen objetos ItemPPR, ya 
definidos. Los BTNode de la clase  BinarySearchTree puede contener cualquier 
tipo de objetos, es una clase muy genérica de árbol de búsqueda binaria, 
entonces a la hora de la implementación de un caso específico, como el actual, 
es necesario especificar algunos detalles. El más importante, como comparar 
objetos. Esto lo hacemos definiendo un método compare que cumple las 
especificaciones de la interfaz Comparator.  
 
// Author: Tymoschuk, Jorge 
// Un comparador para comparar objetos clave de objetos ItemPPR  
/* Entrada: dos objetos Key del Objeto ItemPPR 
 * La primera es la clave del nodo corriente 
 * La segunda es la clave parametro 
 * Retorno: 
 * Clave nodo < clave parametro: -1 
 * Clave nodo = clave parametro:  0 
 * Cualquier otro caso            1 */ 
  
import java.io.*; 
import java.util.Comparator; 
public class Comparador implements Comparator{ 
     
    public int compare(Object k, Object curK){ 
        Codigo key    = (Codigo)k;      // Moldeado a Codigo 
        Codigo curKey = (Codigo)curK; 
        int keyA    =   key.getCodigo(); //  Extraemos el dato int   
        int keyB    =   curKey.getCodigo();  
        if(keyA <  keyB) return -1;         //  Finalmente, comparando 
        if(keyA == keyB) return  0; 
        return 1; 
    } 
     
    public static void main(String args[]){ 
        int como; 
        Comparador comp = new Comparador(); 
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        //  Necesitamos probarlo con dos objetos key del objeto ItemsPPR; 
        Codigo cod01 = new Codigo(10);  
        Codigo cod02 = new Codigo(20);  
        //  Invocamos a compare 
        como = comp.compare(cod01, cod02); 
        System.out.println("El resultado del metodo compare es "+como); 
    } 
}     
   
Un capture de la ejecución de MyBinarySearchTree 
 
// en cursiva, a derecha, comentarios documentativos 
 
Demo de generacion y recorrido de un Arbol de Busqueda Binario 
Se admiten claves duplicadas y se generan nodos externos       
De que cuantos nodos desea el Arbol?  
Solicito 6 nodos, por favor 
Insertando 1, 0.783445     // insertado por constructor 
(Nodo anterior es raiz es externo, sera recubierto) 
Nodo externo, return pos     // insertando primer nodo 
Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 4, Text40 // nodo raiz, listo 
curKey 4, key 6      // insert   2do nodo, clave 6 
Descendemos arbol derecho 
Nodo externo, return pos  
Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 6, Text53 // 2do nodo, listo 
curKey 4, key 8      // insert   3er nodo, clave 8 
Descendemos arbol derecho 
curKey 6, key 8 
Descendemos arbol derecho 
Nodo externo, return pos  
Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 8, Text59 // 3er nodo, listo 
curKey 4, key 1      // insert   4to nodo, clave 1 
Descendemos arbol izquierdo 
Nodo externo, return pos  
Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 1, Text7  // 4to nodo, listo 
curKey 4, key 4      // insert   5to nodo, clave 4 
Igual clave en nodo interno, return pos 
curKey 6, key 4 
Descendemos arbol izquierdo 
Nodo externo, return pos  
Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 4, Text59 // 5to nodo, listo 
curKey 4, key 5      // insert   6to nodo, clave 5 
Descendemos arbol derecho 
curKey 6, key 5 
Descendemos arbol izquierdo 
curKey 4, key 5 
Descendemos arbol derecho 
Nodo externo, return pos  
Expando externo, actualizo nodo pos => Nodo: 5, Text41  // 6to nodo, listo 
  
Generado MyBinarySearchTree con 6 nodos 
  
Recorriendo inOrder() 
Visitando...Nodo: 1, Text71 
Visitando...Nodo: 4, Text40 
Visitando...Nodo: 4, Text59 
Visitando...Nodo: 5, Text41 
Visitando...Nodo: 6, Text53 
Visitando...Nodo: 8, Text59 
  
Demo terminado !!! 
 
Desempeño 
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El tiempo de ejecución de las operaciones de búsqueda y actualización en un 
árbol de búsqueda binaria varía mucho, dependiendo de la altura del árbol. Sin 
embargo, y en promedio, se puede estar tranquilo porque un árbol de búsqueda 
binaria con n claves generado a partir de una serie aleatoria de inserciones y 
eliminaciones de claves tiene la altura esperada O(log n). Las secuencias 
aleatorias de actualización originan árboles de búsqueda binaria que en promedio 
tienen altura logarítmica; pero en consideración a su mala eficiencia en el peor 
de los casos, también se debe tener en cuenta el uso de los árboles normales de 
búsqueda binaria en aplicaciones en las que las actualizaciones no son 
aleatorias. 
La simplicidad relativa de su implementación en diccionario, combinada con su 
buen desempeño en el caso promedio, hace que los árboles de búsqueda binaria 
sean una estructura de datos de diccionario bastante atractiva, en aplicaciones 
en donde las claves insertadas y eliminadas siguen una pauta aleatoria y, a 
veces, es aceptable un tiempo lento de respuesta. Sin embargo, hay aplicaciones 
en las cuales es esencial tener un diccionario con tiempos rápidos de búsqueda y 
actualización en el peor de los casos. Las estructuras de datos que se 
presentamos a continuaciónllenan esta necesidad. 
 
Árboles AVL 
Definición: La corrección sencilla es agregar una regla a la definición de árbol 
de búsqueda binaria, que mantenga una altura logarítmica en el mismo. La regla 
que se usará en esta sección es la propiedad de balanceo por la altura que 
caracteriza la estructura de un árbol de búsqueda binaria T en función de las 
alturas de sus nodos internos. Recuérdese que la altura de un nodo v en un árbol 
es la longitud del trayecto más largo de v hasta un nodo externo. 
 
Propiedad de balanceo por la altura: Para todo nodo interno v de T, las 
alturas de los hijos de v pueden diferir como máximo en 1. 
 
Se dice que todo árbol de búsqueda binaria T que satisface esta propiedad es un 
árbol AVL, concepto bautizado con las iniciales de sus inventores: Adelson, 
Velskii y Landis. En la figura se muestra un ejemplo de un árbol AVL. 
  

 
 
Ejemplo de un árbol AVL. Las claves se muestran dentro de los nodos y las 
alturas se ven junto a los nodos. 
 
Una consecuencia inmediata de la propiedad de balanceo por la altura es que un 
subárbol de un árbol AVL es en sí un árbol AVL. La propiedad de balanceo por la 
altura tiene también la importante consecuencia de mantener mínima la altura.  
 
Operaciones de actualización 
 
Las operaciones de inserción y eliminación, para los árboles A VL, son parecidas 
a las de los árboles binarios, pero con los árboles AVL se deben hacer cálculos 
adicionales. 
 
Inserción 
 
Una inserción en un árbol AVL T comienza en una operación insertItem ya descrita 
para un árbol de búsqueda binaria (sencillo. Recuérdese que esta operación 
siempre inserta al nuevo elemento en un nodo w de T que antes era un nodo 
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externo, y hace que w se vuelva un nodo interno con la operación expandExternal. 
Esto es, agrega dos nodos hijos externos a w. Sin embargo, esta acción puede 
violar la propiedad de balanceo por la altura. Y entonces necesitamos 
reestructurar T para restaurar su balanceo. 
Dado el árbol de búsqueda binaria T, se dice que un nodo v de T se encuentra 
balanceado, si el valor absoluto de la diferencia entre las alturas de los hijos 
de v es 1, cuando mucho, y en cualquier otro caso se dice que está 
desbalanceado. Así, la propiedad de balanceo por la altura que caracteriza a los 
árboles AVL equivale a decir que todo nodo interno es balanceado. 
Supóngase que T satisface la propiedad de balanceo por la altura y que, por 
consiguiente, es un árbol AVL, antes de insertar el nuevo artículo. Como se 
mencionó, después de hacer la operación expandExternal(w) en T, aumentan las 
alturas de algunos nodos de T, incluyendo a w. Todos esos nodos están en la 
trayectoria de T que se dirige de w hasta la raíz de T, y sólo estos nodos de T 
tienen la posibilidad de terminar desbalanceando el árbol T. (véase la figura 
a). Naturalmente, si eso sucede, T ya no es un árbol AVL y en consecuencia se 
necesita un mecanismo para arreglar el "desbalanceo" que se acaba de causar. 
 

 
    (a)       (b)  
 
Figura Ejemplo de inserción de un elemento con clave 54 en el árbol AVL de la 
figura pg ¿? (a) después de agregar un nuevo nodo (w)para la clave 54 los nodos 
que guardan las claves 78 y 44 se vuelven desbalanceados; (b) una 
reestructuración de trinodo restablece la propiedad de balanceo por la altura. 
Se muestran las alturas de los nodos junto a ellos, y se identifican los nodos 
x, y y z. 
 
El balanceo de los nodos en el árbol de búsqueda binaria T se restablece con una 
sencilla estrategia de "buscar y reparar", que consta de varios pasos.  

§ En el retorno recursivo, al subir desde w hacia la raíz de T(véase la 
figura a), detectamos que z el primer nodo que se encuentra 
desbalanceado.  

§ En ese mismo retorno también detectamos que y es el hijo de z con mayor 
altura; obviamente y es un antepasado de w, está en dicho camino).  

§ Finalmente detectamos que x el hijo de y con mayor altura (si hay empate, 
se escoge que x por ser antepasado de w). Nótese que el nodo x podría ser 
igual a w, y que x es nieto de z. Como z se desbalanceó por una inserción 
en el subárbol enraizado en su hijo y, la altura de y es 2 unidades mayor 
que la de su hermano. 

§ Se rebalancea el subárbol enraizado en z, llamando al método de 
reestructuración de trinodo, que es rebalance(), que se describe mas 
adelante y se ilustra en las figuras siguientes. Una reestructura de 
trinodo renombra en forma temporal a los nodos x, y y z con los nombres 
a, b y c, por lo que a antecede a b y b precede a c en un recorrido 
enorden de T. Hay cuatro formas posibles de relacionar a x, y y z con a, 
b y c, como se muestra en la figura siguiente, que se unifican en un caso 
debido a este cambio de leyenda. La reestructura de trinodo reemplaza 
entonces a z con el nodo llamado b, hace que los hijos de este nodo sean 
a y c y que los hijos de a y c sean los cuatro hijos anteriores de x, y 
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y z (distintos de x y y), mientras que mantiene las relaciones enorden de 
todos los nodos en T.  

 
Con frecuencia, se llama rotación a la modificación de un árbol T causada por 
una operación de reestructuración de trinodo, por la forma geométrica en que se 
visualiza la manera en que cambia T.  
El mecanismos aplicado por reBalance() queda mucho mas claro luego de su 
visualización gráfica.  

 
Caso a. Rotación sencilla izquierda. En el retorno recursivo subimos a la 
izquierda en línea recta; z, transitoriamente apuntado por a, cae a la 
izquierda. 
 
Caso b. Rotación sencilla derecha. En el retorno recursivo subimos a la derecha 
en línea recta; z, transitoriamente apuntado por c, cae a la derecha. 
 
Caso c. Rotación doble izquierda. En el retorno recursivo subimos a la 
izquierda, luego a la derecha, en una  línea quebrada; z, transitoriamente 
apuntado por a, cae a la izquierda, x transitoriamente apuntado por b, sube a 
la posición anterior de z, y permanece en su sitio. 
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Caso c. Rotación doble derecha. En el retorno recursivo subimos a la derecha, 
luego a la izquierda, en una  línea quebrada; z, transitoriamente apuntado por 
c, cae a la derecha, x transitoriamente apuntado por b, sube a la posición 
anterior de z, y permanece en su sitio. 
 
Nota: Siempre una única operación de reBalance() restaura la condición de AVL 
del árbol; La condición de AVL debe controlarse tras cada inserción de nodo.   
 
 
Eliminación 
 
Como en el caso de la operación de diccionario insertElement, comenzamos por 
implementar la operación de diccionario removeElement de un árbol AVL T, usando 
el algoritmo para hacerla en un árbol normal de búsqueda binaria. La mayor 
dificultad cuando se usa este método con un árbol AVL es que puede violar la 
propiedad de balanceo por la altura. En particular, después de quitar un nodo 
interno con la operación removeAboveExternal y elevar a su lugar a uno de sus 
hijos, puede quedar un nodo desbalanceado en T, sobre el camino hacia el padre w 
del nodo quitado anteriormente, hasta la raíz de T (véase la figura a, a 
continuación).  
 

 
 
 
Eliminación del elemento con clave 32 del árbolAVL anterior a las inserciones. 
(a) después de quitar el nodo que guarda la clave 32, la raíz se vuelve 
desbalanceada; (b) una (única) rotación restablece la propiedad de balanceo por 
la altura. 
 
Como en el caso de la inserción, utilizamos la reestructuración de trinodo para 
restablecer el balance en el árbol T. En particular, sea z el primer nodo 
desbalanceado que se encuentra al subir de w hacia la raíz de T. También, sea y 
el hijo de z con mayor altura (nótese que el nodo y es el hijo de z, que no es 
antepasado de w), y sea x un hijo de y con la altura máxima. Puede ser que la 
elección de x no sea única porque los subárboles de y pueden tener igual 
altura. En cualquier caso, se ejecuta entonces una operación reBalance(), que 
restaura localmente la propiedad de balanceo por la altura, en el subárbol que 
antes estaba enraizado en z, y que ahora se encuentra enraizado en el nodo que 
en forma temporal se llamó b (véase la figura b). 
 
Desafortunadamente, esta reestructuración de trinodo puede reducir en l la 
altura del subárbol enraizado en b, lo cual puede hacer que un antepasado de b 
se vuelva desbalanceado. Así, una sola reestructuración de trinodo no 
necesariamente restaura la propiedad de balanceo por la altura, en forma global, 
después de una eliminación. Así, después de rebalancear z, se continúa subiendo 
por T y buscando nodos desbalanceados. Si se encuentra otro, se hace una 
operación de reBalance() para restablecer su balance y se continúa subiendo por 
T buscando más, todo el camino hasta la raíz.  
 
La cátedra considera que los algoritmos de implementación de arboles AVL 
son tema de la asignatura electiva Estructuras de Datos Avanzadas … 


